Un metodo per la risoluzione numerica di modelli
analitici differenziali ed il programma PEEI che
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Riassunto

Sono esposte le basi matematiche di un programma al computer per risolvere numericamente modelli analitici diffe-
renziali cio¢ sistemi di equazioni differenziali alle derivate parziali. Sono descritte le proprieta analitiche di due noti
modelli per approssimare funzioni di una variabile, il polinomio interpolatore e la spline cubica, e si perviene a
nuove limitazioni superiori per gli errori del secondo. Sono presentati aspetti essenziali di una curva nello spazio
euclideo multidimensionale, allo scopo di definire la derivata direzionale di una funzione e di ottenere una limita-
zione superiore per il massimo valore assoluto di una derivata definita su una curva. E mostrata, per un punto inter-
sezione di piu curve, I’espressione di una derivata parziale come una combinazione lineare di derivate direzionali, e
ne ¢ dedotta I’approssimazione ottimale quando i valori di queste non sono noti ma approssimabili. E formulata
I’espressione di un generico modello analitico differenziale, evidenziandone dettagliatamente gli argomenti, indivi-
duando I’impedimento principale alla conoscenza di una sua soluzione esatta nell’esserne incognite le derivate par-
ziali, circostanziando il contesto di informazioni contingentemente disponibili, e mostrando come se ne puo calcola-
re una soluzione numerica risolvendo un inerente sistema di equazioni non differenziali. E esposto particolareggia-
tamente 1’algoritmo che esprime una derivata di questo sistema come una combinazione lineare di sue incognite. Infi-
ne ¢ presentato, descrivendone le caratteristiche di utilizzo e le azioni essenziali, il programma PEEI che ¢ stato realiz-
zato, sulla base della precedente trattazione, per calcolare soluzioni numeriche di modelli analitici differenziali.

Parole chiave: modelli analitici differenziali, soluzione numerica, sistemi di equazioni differenziali alle derivate
parziali.

A method for the numerical resolution of differential analytical
models and the program PEEI that computerizes it.

Summary

Are exposed the mathematical bases of a computer program to numerically solve differential analytical models, i.e.
systems of partial differential equations. Are described the analytical properties of two well known models to ap-
proximate functions of a variable (the interpolating polynomial and the cubic spline) and new upper bounds for the
errors of the second are obtained. Are presented essential aspects of a curve in the multidimensional Euclidean
space, in order to define the directional derivative of a function and to obtain an upper bound for the absolute
maximum value of a derivative definite on a curve. Is shown, for a point where intersect more curves, the expression
of a partial derivative as a linear combination of directional derivatives, and of it is deduced the optimum approxi-
mation when the values of these are approximate. Is formulated the expression of a generic differential analytical
model, highlighting in detail its arguments, identifying the principal impediment to the knowledge of an its exact so-
lution in not knowing its partial derivatives, circumstantiating the context of information contingently available, and
showing how it can be calculated an its numerical solution solving an inherent system of not differential equations.
Is exposed in detail the algorithm that expresses a derivative of this system as a linear combination of his variables.
Finally it is introduced, describing his use characteristics and essential actions, the program PEEI that was real-
ized, on the basis of the previous treatment, to calculate numerical solutions of differential analytical models.

Keywords: differential analytical models, numerical solution, systems of partial differential equations.
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1 INTRODUZIONE

Questo scritto sara rilasciato ufficialmente dall’ Autore in data martedi 27 maggio 2008 e subito
dopo sara disponibile in http://www.giacomo.lorenzoni.name/mrnmad;/.

La seguente esposizione concerne la risoluzione numerica di un generico modello analitico dif-
ferenziale 2. Un tale V) ¢ un insieme di tante equazioni, generalmente alle derivate parziali, le
cui incognite sono complessivamente altrettante funzioni di stesse variabili indipendenti.

La soluzione esatta di un ) ¢ le sue funzioni incognite. Una soluzione discreta di un 2¥) sono i
valori numerici che le sue funzioni incognite assumono in un numero limitato di elementi del lo-
ro insieme di definizione. Una soluzione numerica ¢ una approssimazione di una soluzione di-
screta. Una risoluzione ¢ I’attivita che rende nota una soluzione.

Nel seguito ¢ sottintesa la conoscenza delle posizioni e degli strumenti simbolici logici e mate-
matici descritti nella sez. 2 di [1]. I generi femminile e maschile di una f(x) (di cui la x=
{xn;n=1,a}) riferiscono rispettivamente 1’espressione matematica che costituisce la funzione a-
nalitica ed il suo valore numerico che corrisponde univocamente a quelli delle variabili x. Ogni
f(x) € sottintesa continua nel proprio insieme di definizione $(x). Il valore di una f(x) ¢ detto
locale quando ¢ inteso in un certo punto di &..

2 COGNIZIONI PRELIMINARI.

2.1 Due modelli per approssimare funzioni di una variabile: il polinomio interpolatore e la
spline cubica.

Si considerano il polinomio interpolatore e la spline cubica, tra 1 modelli (di cui nei [2] [3] [9])
per I’approssimazione di una y(X) di cui la J(X)=[X1,X;].

Ambedue tali modelli sono interpolatori, cio¢ approssimano la y(X) in base alla conoscenza dei
punti di interpolazione X<y (una A<>B indica una corrispondenza biunivoca tra gli insiemi A e
B, conformemente alla (2.2.4) di [1]) di cui le {X&Yi={X,,Yp;p=1.p} X={Xp;p=L.2} Y={Yp;p=1.8}
Y=Y (Xp) {Xp-1<Xp;p=2.,8}, € assumono i valori Y in corrispondenza dei rispettivi X.

2.1.1 11 polinomio interpolatore.

Il polinomio interpolatore P(X) che interpola i X<y, € il polinomio, di grado al piu -1, espres-
so dalla

PIOO=Zpm1 (T X =Zpm1 (Tt Yp) X )=t oY Arip(X)) ()
di cui le {Fpp=1p}=r=X "y =[x ;p=Lp:p=1,p] X '=DXpp;p=1.9p=1,8] Moip(X)=Zp=1p(Xpp'X"")
N pip(X)=Zp1 p((p—1)-Xpp-XP ). 11 sistema lineare x-r=y, che definisce i coefficienti I di Pi(X), e-
quivale a introdurre la Py(X)=Zy=1 p(T,-X""") nella {Pi(Xp)=Yp;p=1,p}. La (1) ha in 0 un punto sin-
golare che pero, in base alla (2.4.2.10) di [1], si sottintende eliminato dalla P,(0)=limx_o(-X"+
Y 6(Tp-XP™")=r che segue dalla limyo(x")=1 (la quale elimina anche 1’eventuale forma inde-
terminata 0° che accadesse in X).

Le x e X' sono un tipo di matrice detto di Vandermonde, di cui si ha (oltre alla det(a)=det(A")) la
det(X)=ITp=1 p—1(IT=p+15(X,—Xp))#0 che porta I’esistenza di X' e quindi ’esistenza e I'unicita di Pi(X).
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La &(an), di cui la 8a=[0ns;n=1,8;n=1,8], ¢ la matrice identita (o unitd). Per una A=[Amn;m=113;
n=1,a] si ha la ‘éTE[ Amn | ;m=1,1;n=1,8] che definisce |é‘ come il valore assoluto di A. Nel
caso m=a, I’errore numerico della inversione di A puod essere misurato dal max( \ A-A"'-Bn \ ).

La x ¢ tipicamente malcondizionata in quanto il calcolo di X' pud indurre un rilevante
max( | XX 'Oy |> anche se p non ¢ molto grande e si rappresentano i numeri per mezzo di una lun-
ga sequenza di cifre. Questo inconveniente riguarda anche il calcolo dei I come soluzione di x-r=Yy.

Lo stesso Pi(X) espresso dalla (1) ha la forma di Lagrange

Pi(X)=Zp=1.5(Yp-Zp(X)/ Bp(Xp))=1(X)-Zp=1.p(Yp/(X—Xp)-Zp(Xp))) (2)
di cui le mp(X)=Ilp=1pp4p(X—Xp) A(X)=I1p=15(X—X,), € che mostra la App(X)=m1p(X)/0p(Xp) di cui la
N oip(X)=Za=1 pratp(TTp=1 pippipa(X—Xp) ) 1p(Xp).

La (2) ¢ utilizzabile vantaggiosamente al posto della (1), giacché, non richiedendo il calcolo di
X' né la risoluzione di x-r=y, implica minori oneri ed errori numerici.

Indipendentemente dalla particolare forma che esprime il Pi(X), la quale ne influenza come detto
il solo aspetto numerico, per il suo errore analitico €p(X) si hanno le

en(X)=y(X)-P(X)=Y P (E:())2(X)/p! (3)
en " (¥)=y00)-P O (X)=y PE(X)) Tt p1(X—Cip) (P —K)! 4
di cui le 1<k<p—1 {&i(X) (X1 %p);i=1,2} {Sip€(Xp.Xpu);p=1,p—k} {y(¥)€CP(Fx)} =2{(3),(4)}.

Le (3) e (4) portano le rispettive

[en() | =1 yP (€100 |- [ 100 | /p1<TTpe o [ %0 | ) Dy Pyp!

| en®00 [ =1 YP(€00) | Tyt (| X |)/(p =101 <TTper () (Y (p—)!

di cui le dyP)=max( | yP(x) | /xe(x1,%s)) € Ay=max( | x—xp |, | x—Xpe | ).

I1 P(x) ha come inconvenienti I’andamento oscillante e I’eventualita che questo aumenti con p.
Infatti, pure attendendo sensatamente per la maggior parte dei casi che, con ’aumentare il ¢ di X
equidistanti (cioe tali che {Xp—X,-1=A;p=2,p}), 1 rispettivi polinomi interpolatori convergano or-
dinatamente alla y(X), nondimeno tale convergenza non ¢ sempre sicuramente conseguibile, a-

vendo tuttavia a questo riguardo il miglioramento del sostituire i X equidistanti con quelli dispo-
sti nei punti di Chebyshev definiti dalla {Xp=(Xp+X1)/2-+Xs—X1)-cOS(T-(8—p)/(8—1))/2;p=1,p}.

9

2.1.2 La spline cubica.

La spline cubica naturale S(X) che interpola i X<y, ¢ la funzione polinomiale a tratti costituita
dai p—1 polinomi {Sp(X);p=1,—1} nel senso della

S(=5p(X)={Sp(X) | x€ T} (1)
dl Cul la gF)E[Xp,Xp+1].

Ognuno dei {Sp(X);p=1,p—1} ¢ definito nel corrispondente 5, ha grado al piu 3, ed ¢ soddisfatto
il sistema lineare di 4-(p—1) equazioni

{Sp(Xp)=Yp,Sp(Xp+1)=Yp+1;p=1.p—1} (2
{Sp-1"(Xp)=5p'(Xp);p=2,p—1} (3)
{Sp-1"' (Xp)=5p" (Xp);p=2.p—1} “4)
51"'(X1)=0 Sp—1"'(Xp)=0 (5)

nelle altrettante incognite costituite dai coefficienti di tali #—1 polinomi.
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L’onere numerico del conoscere i {Sp(X);p=1,p—1} risolvendo questo sistema con un algoritmo
di applicabilita generale (quale quello di Gauss con la variante del “massimo pivor”, di cui nei
[4] [9]), puo essere ridotto trasformando tale sistema come segue.

Si pongono le {Uy=S,""(Xp);p=1.p—1} € Ups=55-1""(X;s), che consentono sia di sostituire le (4) con il
sottintendere le {Up=Sp-1"'(Xp)=5Sp""(Xp);p=2,p—1} sia di scrivere le (5) nella forma U;=U;=0.

La definizione di Sy(X) come un polinomio di grado al piu 3, porta che S,"'(X) € un polinomio di
grado al piu 1. Cio e le Up=5,""(Xp) Upt1=5Sp"'(Xp+1) portano la E(Sp"(X),{Xp,Up;p=p,p+1} / Pi(X),
x>y /(2.1.1.2)) che da luogo alla

Sp'' (X)=(Up+1-(X—Xp)—Up*(X—Xp+1))/Ap (6)
di cui la Ay=X,+1—X, € che (in base alla (1)) mostra la 5(X)e C*(%x).

Da: Sp'(x)—szf(Sp”(x)-dx) (dovuta alla {F(x)=](f(x)-dx)}={F(x)=f(x)}); (6); segue

Sp'(X)=(5p"" (X)-dX)+Vp=I((Up+1-(X—Xp)—Up+(X—Xp+1))-dX)/Ap+ V=

(Ups1-(X=Xp) = Up:(X—Xp+1)*)/(2- Ap)+Vyp (7
Da: 5p(X)-W,=[(5,'(x)-dx); (7); segue

Sp(X)=/(5p' (X)-dX)+Wp=J(((Up+1-(X=Xp)*—Up-(X—Xp11) J(2- Ap)+Vp)-dX)+ W=

(Ups1-(X=Xp) = Up(X—Xp+1)*)/(6-ApH+Vp:(X—Xp)+Wp (8)
Questa consente di scrivere le (2) come le
{W=Yp—UpAp /6,V5=(Ypr1=Yp)/ Ap—(Up+1—Up)-Ap/6;p=1,p—1} 9)

La (7) e I’espressione di Vv, nella (9) consentono di scrivere le (3) come le {UpAp/6+Upsi-
(Ap+Ap+1)/3+Up2:Apt1/6=Yp;p=1,—2} di cui la Yp=(Ypo—Yp+1)/Aps1i—(Yp+1—Yp)/Ap, € quindi, usando la
notazione matriciale e introducendo le (5) nella forma U=Up=0, come il sistema lineare S-U=Y di
p—2 equazioni nelle altrettante incognite U, definito dalle U={Up;p=2,8—1} Y={Yp;p=1,8—2} S=[Spp;
p=1.p—2;p=1,p—2] con gli elementi di 8 tutti nulli a meno delle {S;1=(A+A,)/3,S1:=A:/6} {Sp-2p-3=
Ap—/6,Sp2p-2=(Ap—2+Np-1)/3} {Spp-1=Ap/0,Spp=(Ap+Ap+1)/3,Spp+1=Ap+1/6;p=2,8—3}, € che equivale al
U=s Y di cui la $'=[Sy;p=1,p—2;p=1,p-2] € quindi alle {Upi=Zpm1p-2(SppYp);p=1,p-2}.

Il sistema costituito dalle (2) (3) (4) e (5) ¢ stato trasformato in quello costituito dalle (9) u=s™"Y
e Ui=Up=0. Percio la introduzione di queste nelle (8) e (7) rende note le espressioni dei
{Sp(X),Sp'(X);p=1,—1}, avendo in particolare (e con riferimento alla (1)) le

{5'(Xp)=5p' (Xp)=Zp=1.p(App"Yp); VP<B} {S'(Xp)=5Sp—1" (Xp)=Zp=1p(4pYp); VP=p} (10)
di cui le

App=(Op.p+1-0p1—OppOpp)/ Ap—Ap*(Op1-Opp-Kipp/ 3+0p+1,p7Kp+1,/6)

/1175(6;019_619@—1)'A§—171+A§—1 “Op-1,1"Kp-1,/6

Kpp=0p.p-1-Opp-Sp1 0/ Ap—Bpp- Ot Sp1 p1- (Bt +Ap ) +8p1-Bpa-Sp-1 p2/ Ap

intendendo la &(a,b)=1-8(a,b) (da cui le {O.=1;Va#b} {0.=0;Va=b}) e considerando nullo o-
gni addendo dove compare almeno un fattore nullo.

La spline cubica completa Sc(x) differisce dalla S(X) solo per la sostituzione delle (5) con
I’assegnazione di valori noti ai S¢'(X1) € Sc'(Xp). La spline cubica periodica Sp(X) differisce dalla S(X)
solo per la sostituzione delle (5) con le Sp'(X1)=S»'(Xp) Se''(X1)=Sr"(Xp) quando si ha la y(X;)=Yy(Xs).

Per la 5¢(X) si hanno (in [2]) le
| esc(X) | =] y(x)—=5c(x) | <(7/8)- @YD) -A/A | esc'(X) | =y (X)—5c'(X) | <(7/4)-B(y™)-a%/A (11)
di cui le
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(yP)=max(| yP(x) | /xe) A=max(dsp=1,p-1) A=min(A,p=1p-1) {y(X)eC'(E}=(11).
Con I’aumentare di # si ha la convergenza, di ogni successiva Sc¢(X) e delle sue derivate fino al
secondo ordine, alla y(X) e le sue corrispondenti derivate, con la sola condizione che rimanga
limitato il A/A, e avendo nel caso di X equidistanti la convergenza piu rapida indicata dalla
|€sc(x) | <(7/8)-@(y“)-A*. Nel limite per p—>o0 conforme alla detta condizione, le (11) valgono
anche per la S(X) in quanto questa coincide con la Sc(X).

Gli inconvenienti del Py(X) (detti in sez. 2.1.1) sono risolti in modo eccellente dalla S(X), poiché
le oscillazioni di questa sono minime tra quelle di tutte le diverse funzioni di classe 2 in ix che
interpolano 1 X<y, e per le dette proprieta di convergenza al valore esatto con I’aumentare di .

2.1.2.1 Altre limitazioni superiori per gli errori della spline cubica.

Si chiama S(X) una spline cubica che differisce dalla 5(X) solo per la sostituzione delle (2.1.2.5)
con altre due equazioni, avendo percio le £(S /5) ZE(Sc /5) ZE(Sp /5). In conformita a cio si sottin-
tende la possibilita di sostituire S con S quando si trattano proprieta indipendenti dalle (2.1.2.5).

Da: {g(x)/ | g(x) | =Wg(x); VX €Rx}; 1l teorema della media (detto in sez. 2.4.4 di [1]); segue IPM
Usio(f (z)-gﬁﬁ)-d§)=wg<§>-fz<§>(f ()| () |-dx)=f(2) e (g(x)dx) <

8(x)/ | () [Swee; Ve R} (1
di cui la xR, e che se g(x)=1 da luogo alla [s(f(x)-dx)=F(x)-Mis(Rs).

La (2.1.2.6) porta le Xe(Xp.Xpr))={Sp"(X)=(Ups1=Up)/Ap}  $1P(x1)=(Us—U1)/A1  SpiP(Xp)=
(Up—Up-1)/Ap-1. Queste e la (2.1.2.1) portano le

X€ (Xp,Xp1)=2 {5 00=(Upr1=Up)/Ap} 57 (x1)=(U2—U1)/A1 5 (Xp)=(Up=Up-1)/Ap-1} ()
Si sottintendono le y(X)eC*(Rx) €, V=(x,) € (X)=5"(X)—y(X) R{t)=(Xp,Xps1) Tp(t)=t—X,
Ip()=t—Xp+1, € la W(G)=G/ |G |. Le

(o Xpe1 /X [(2.1.1.2)) t€ Tph o {PUO=(Tp()-Ypr1=T(0)-Yp)/ Ap}

L (XpXpu b €0 epa"} /XY [(2.1.1.3))te T} L (O-Pi(t)=lp(0)Ip(t)-€ D (E(1)/2}

di cui la {te J} > {En()eBRip); € la {teBRip > {ePO)=—y“ ()} (dovuta alle (2)); portano la
Ap(tp)=0 di cui le Ap(D)=Ap(D)+2 " Ap-ip(0)-1p(t)- Y (Ex(D) Ap(D=Ap-€” (D+ip(t)-€" —~ip(D)-€pn”".

Da: cio, distributivita dell’integrale, e fg<§>(f(§)-d§)=limg_@@(fg(f@)-dg); (1), e costanza di
w(ip(t)-Ip(t)) se te Fp; I’10('[)'ip(t):"loz(t)_Ap‘|'10(t) dovuta a Ap=ip(t)—Ip(t); |ima—>X<p>+(Ia,f<p>(Ap(t)‘dt))zo
dovuta alle Ap(t,)=0 e Ripy=(Xp,Xp+1); segue

lima-sxpy (T (Ap(t)-A0) =[x 1) (Ap(0)-dO+2 ™" A 16 (1) To ) Y U (En(0))-dD)=

Tt (Ap(D)-dD+27" Ay P (Ex(t))-xip, ey (Tp(1)-Tp(D)-dD)=By(£)=0 3)
di cui le

Bp(t)EAp'€'(t)_Ap'€p'+271 '(ipz(t)_Apz)'ep' 27" I’pz(t)'epﬂ ' '+Ap'(671 ' |’r>3('[)_‘r1 Ap: I’pz(t))')’(4)(&,»13('[))
Ea(fp) € Rty

Da: €,=0; (1), e costanza di w(6 "-ip(t)—4""Ap) se te Tp; Ixp).tp(Bp(t)-dt)=0 dovuta a By(t,)=0 (af-
fermata dalla (3)) e a R¢py=(Xp,Xp+1); segue

[xto,t)(Bp(D)-AD=Ap-€(tp)~Apip(tp)-€p'+6 - (ip’(£)+Ap™=3-Ap™ Ip(ty) €5/ '~6 - €p" I’ (tp)+

ApIxion (Y (Ep(0)- 1" (0)-(6 7" ip(D)—4 7" Ap) db)=Cp(t,)=0 4)
dicuile
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Cp(O)=Ap-()=Ap-ip()-€'+6 (i (D=3 Ap- iy (1))-€p"" =61, (1)-€p " +Ap (241, (D-127"-Ap-iiy (D))

Y (E(V) &clly) € Bt

Attuando per i {Xp+1,fp} un procedimento simile a quello che per i {Xp,f,} ha condotto alle (3) e
(4) a partire dalla Ap(t,)=0, si ottengono le Dy(,)=0 Ep(t,)=0 di cui le

Dp(D=Ap-€'(D=Ap-€par+27 15" (1)-€p"+2 (A =iy (D))-€pt”'+

Ap (67 ip (0127 A4 Ay (1) Y (En(1)) Enlfp) € Thrgr
Ep(D)=Ap-€(0)—Ap-Tp(t)-€pri+6 ™15 (1)-€p"+6 ' -(3-Ap Tp(D+A —ip (1)) €pt""+

Ap (24715 (O—Ap ) H127 Ap (A (DT (0+A )Y O (Exlty)) Extp) € Tieer)

11 limite della By(,)=0 per tr—>Xp+1 da luogo, intendendo la & e Ry, alla

€p'—€pi+2 " Apey +2 7 Apepi+127 Ay (E)=0 (5)
11 limite della Cy(f,)=0 per t{,—Xp+1 da luogo, considerando anche la €,11=0 e intendendo la & e Ry, alla
o +3 Apep +6 " Ap-epit 4247 Ay Y (E5)=0 (6)
Il limite della Ep(t,)=0 per t,—>X, da luogo, intendendo la &€ Ry, alla

ep/ 6" Ay =3 Ay '247A Y (E)=0 (7
Il teorema di Rolle afferma la

{£(x)€C[abl.f(x)eC (@b).f(@)=f(B)} =23 {f'(x)=0| xe(a.b)} (8)

Si pone la F(x)=€"(X)—(ip(X)-€p""—1p(X)-€p")/Ap. Questa, la 5(X)eC*(#x) e la 5(X)eC’(Tx—{Xp;
p=2,p—1}) (dovuta alle (2)), portano le F(Xp)=F(Xp+1)=0 F(X)eC*(F,) F(X)eC'(Xp,Xp+1). Ci0 e la
EF(X),Xp,Xp+1 / f(x),a,b / (8)) portano, intendendo la &€ (Xp,Xp+1), la

&p'—€pt"+Ape(&)=0 9)
Si pongono le

PaPs Sip=1.p—1} pe>pa J={Jp;p=1.p—1} L={lp;p=1p—1} {Jp=0;Vp& {p=pa.psj} {Hp={1-V:2};
Vpe ip=pa.Psi} {UVICiP=pa.ps} {Lp=0;V {p7U}V{p7V]} Lu=1 Li=1 (10)
La scrittura delle Ap(f,)=0 Bp(t,)=0 Cp(t,)=0 Dp(tp)=0 Ep(£p)=0 (5) (6) (7) (9) per ognuno dei {p=
1,p—1}, subordinata alle (10) nel senso che queste specificano come segue quelle che sono sosti-
tuite da altrettante quali la 0=0, da luogo al sistema lineare omogeneo M-v=0g (di cui la 0(s)=
{0;i=1,s}) definito dalle M=[M;r=1.88;c=1,8] |=9-(p—1) R=14-p—12, dalla
XEG{)Vc;CzLﬁ}Z{{e(tp);pzlap—l},{e'(l‘p);pzlap—l},{e”(l‘p);pzl,i@—l},{ep';p=1,p},{ep”;pzl,p},

{C (ép)apzlaﬁ_l}ag}

di cui le &He(Xp.Xpr1) Q={{Qqp;p=1.p—1};9=1,8}} con Qg un g-esimo valore della y9(x) in
(Xp,Xp+1), € dalla nullita di tutti gli elementi di m che non sono definiti dalle

M(H{p, 1 >,K<2,0>+P>:Ap§lJ<p> ,'V'<H<‘Pa 1),K(3,1)+p)=lp(tp)- D1ty MCH(P, 1),K(3, )+p+1)=—ip(t5)-O1u(p)
MCH(P, 1), K(4,2)4D)=—2""-Apip(tp)-1p(tp)-Orutp)

MCH(P, 2),K(1,0)+P)=Ap-O1y(p) M(H(P,2),K(3,0)+P)=—Ap-O1x(p)

MCH(P,2),K(3, 1)+p)=2""(Ip"(tp)~Ap*)-B1utp) MCH(P,2),K(3, 1)+p+1)=—2""1(t)-Bru(py
MCH(P,2),K(5,2)+D)=Ap-ip (£p)-(4™-Ap=6-ip(£))-B1tp)

MCH(P,3),P)=ApO1.p) M(H(P,3),K(3,0)+p)=—Ap-O1u(p)-Tp(tp)
M<H<pa3>aK<3’1>+p>:6_1'(ip3(tp)_3'Ap'ipz(tp))'61~1<p> M<H<p73>7K<3’1>+p+1>:_6_l'ip3(tp)'61J<P>
M<H<pa3>,K<6,2>+P>:Ap'|'p3(tp)'(1271'Ap_2471'ip(tp))'61J<p>

M<H<p>4>aK<170>+p>=Ap61J<P> M<H<p34>aK<3JO>+p+1>=_AP61J<P> M<H<pa4>aK<3al>+p>=2_lipz(tp)61J<p)
MCH(P,4),K(3, DAp+1)=27"(Ap™iy"(£))-Diue)
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MCHCD,A),K(T,2)+p)=Ap (4 Apiy™ ()= 127 Ap~6 i’ (£))-B1)

MCH(D,5),p)=Ap-B1upy MH(P,5),K(3,0)+p+1)=—Ap-1p(£)-B1utp) MCH(D,5),K(3,1)+p )=6""1"(£)-B1utp)
MCH(D,5),K(3, DH+p+1)=6"(3- A Tp(B)+Ap iy (8)-B1utp)
MUH(D,5),K(8,2)+D)=Ap (24" (Ap iy ()~ 127" Ap(Ap™Tp(D) =1 (D +Ap™))-Bruty)
MCH(P,6)+6,K(3,0)+P)=B2u(p) MCH(P,6),K(3,0)+p+1)=—B2sp) MCH(D,6),K(3, 1)+p )=2""-Ap-Butp)
MCH(D,6),K(3, D+p+1)=2"-Ap-Baup) MCH(P,6),K(9,2)+p)=—12""Ap" Bas(p)

MCH(D, 7),K(3,0)+D)=B 205 MCH(D, 7),K(3, 1)+P)=3""-Ap-Baup) M(H(P, 7),K(3, 1)+p+1)=6""-Ap-Bru(p)
MCH(P, 7),K(10,2)+p)=—24""-Ap’-Daupy

MCH(D,8),K(3,0)+p+1)=B2u(p) MCH(P,8).K(3, 1)+p)=—6"-Ap-Brup)
MCH(P,8),K(3, 1 )+p+1)=—3""-Ap-Oaupy M{H(P,8),K(11,2)+p)=24""-Ap*-Brp)

MCH(P,9),K(3, 1)+P)=0114p) M(H(P,9),K(3, 1)+p+1)=—B1.(p) MCH(P,9),K(3,2)+P)=—Ap-O11(p)

dicuile pe{p=1.g—1} H{a,b)=9-(a—1)+b e K(a,b)=a-(p—1)+b-g.

Dalla m si ottiene una N con il seguente algoritmo. Si pongono le N=[N;r=1,8;c=1,8]=m
{rmym=1,m}={m=1,m} {c.n=1,8}={n=1,8} R=1, e si intraprende I’esecuzione successiva dei
seguent1 passi:

1) se R=K(3,2)+1 si esegue il passo 7.

2) si pone la P=max( | N(m,Cn) | ;m=R 8% ;n=R,K(3,2)).

3) se ¢ P=0 si esegue il passo 7.

4) si pone la {r,c}={m,n | P= | N(Tm,Cn) | } e si scambiano i valori sia tra i {r,r,} sia trai {cr,Cc}.
5) si sostituiscono i {N(rm,cn);m=R+1,88;n=R+1,8} con i rispettivi {N(I'm,Cn)—N(I'm,Cr)-N(Ir,Cn)/
N(IRr,Cr);M=R+1,88;n=R,8}.

6) si incrementa R di 1 e si ricomincia con il passo 1.

7) si diminuisce R di 1 e si sostituiscono i {N(rm,Cn);n=m,8;m=1,R} con i rispettivi {N(tm,Cn)/
N(T'm,Cm);n=m,8;m=1,R}.

8) si eseguono le iterazioni indicate dal {k=2,R}, e alla k-esima si sostituiscono i {N(rm,Cn);
m=1,k—1;n=k,8} con i rispettivi {N(rm,Cn)—N(Tk,Cn)-N(rm,Ck);m=1,k—1;n=k 8}.

La N che si ha dopo questa esecuzione verifica ancora la N-v=0g (come quando ¢ stata posta la
N=mM) con il vantaggio che ognuna delle righe indicate dal {rc;k=1,R}, di questo ulteriore siste-
ma lineare omogeneo, da luogo a una corrispondente
Vet=Zqm18(Zp=1p-1(N(TIK(GH3,2)4D) Q)N (16K (3, 2)+U)-€ VG -N(no K3, 20+v)-e (&) (1)
dicui le

Ve € {{e(tp);p=pa.ps }, {€'():p=pa.ps},{€"(£):p=pa.ps}, {€"sp=pa,pu+1},{€p";p=pa,ps+1} }

{3kl vew=ep'}, 3k vew=ep" } ;p=pa,ps+1}.

Cio, la (9) e la pe{p=pa,ps+l}, portano la ep"'=0p+Pup-(€ur’—€u' )+Pvp-(evr'—€'") di cui le
Ap=—Sg-1 8(Zp=1p-1(N(Fap).K(G+3,2)9) Q) Bup=—Au ' N(rae,K(3,2)+u) ap={k | ci=k(3,1)+p}.
Ciod porta la €p+1"—Cp":@(p+@up'(€u+1”—€u")+[3vp'(€v+1”—€v”) di cui le @KpEGpH—Gp BupEBu’pﬂ—Bup, c
che introducendovi la p=u o la p=v da luogo alle rispettive [uu-(€us1""—€u")—Bvu-(€vs1"'—€v'")=0ly €
Buv-(eur'—€u")—Bwv-(ev+1''—€y' )=—0ly di cui la Aiu=1—Buu. Risolvendo con il metodo di Cramer il
sistema nelle incognite eus''—€4"" € evsi''—€V'" costituito da queste due equazioni, si hanno le
€u+1”—€u”:(@vu'©(v+ﬁvv'©(u)/uv €v+1,’—€v”:(@uv'©§u+ﬁju‘@(v)/uv di cui la uvfﬁvv'ﬁuu—ﬂgvu'@uv- Cioe
il verificare le Buu=Pw=—1 Pu=PBvw=0 portano le ey+''—€ey"'=Cu/2 ev+''—€y"'=0/2. Queste ¢ la (9)
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portano le eD(E)=(2-Av) e €®(&)=(2-Av) " -a. Introducendo queste e la ap=0p(Q) nella (11),
si ha la veao=—2q=18(Zp=1,p-1(NkuvgpQqp)) di cui la
Niuvgp=N{ToK(GH3,2)+P)+H2-Au) ™ N(ri6K(3,2)+HU)- (N(Taqw),K(q+3,2)+p)—
N(Taue,K(Q+3,2)HP)H2-Av) ™ N(T16K(3,2)4HV)-(NCra), K(Q+3,2)+P)—N(Fav+1),K(q+3,2)+D))

e che da luogo alla

‘ Vek) | = ‘ 2:q:l,s(zp=1,1@)—1(NkUqu'qu)) | qu:l,S(Epzl p—l( | Nkuvqp ‘ ) ‘ Qqp ‘ ))S
S 191 (Za 15| Niavgp ) Doy NS 1p1(Zam1( | Miwvap |)- DY) (12)
di cui le Dyy®y=max( | yYx) | /xeBRiq) DY=max( | yOx) | /xe(xi,%s)).

Ogni diversa scelta dei pa ps J U V e {fy;p=1,p—1} da luogo a una corrispondentemente diversa
(12) che puo eventualmente consentire una ulteriore minore limitazione superiore per alcuni dei
{ | ve ;c=1,K(3,2)}. Percio in particolare per i { | €p' | ;p=1.,8} ¢ possibile procedere come segue.
Si pongono le {Kp=00;p=1,p} e si scelgono due naturali Nir € ¥ di cui la #,>2. Si effettuano le
iterazioni indicate dal {Nn=2,2n}. Per ogni Ni, se —Nn>1, si effettuano le iterazioni indicate
dal {pa=1,p—Nn}. Nella pa—esima di queste iterazioni si pone ps=pa+Nn—1 e si effettuano le ite-
razioni indicate dal {I=1,Nir} di cui le {Mr>Nir;V {pa=1}Ve{pa=p—Nn}} {Mr=Nir;Vpac{p=2.p—
Niv—1}}. Per ogni 1, si scelgono dei {Jp,tp;p=pa,ps} € {U,V} in conformita alle (IOT, si calcolano i
corrispondenti {Kp;p=pa,ps+1} ognuno per mezzo delle Ky=2p=1p-1(Xq=13( | Nikuvgp | ) € k={k | Ck=
K(3,0)+p}, e per ognuno dei {p=pa,ps+1} si sostituisce k;, con Kp se Kp<kp. Dopo questi passi si ha la

e’ [ty “)ip=1.p) (13)
che generalmente migliora con ’aumento di ¥y e (per I’evidente maggiore influenza su €," di
quelli dei {3,;p=1,p—1} che gli sono piu vicini) ancor piu con I’aumento di Nyr.

2.2 Una curva nello spazio euclideo multidimensionale. La derivata direzionale. Il massimo
valore assoluto di una derivata definita su una curva.

Un vettore (detto anche vettore libero) ¢ un segmento rettilineo definito da una direzione (nel
senso che puo giacere su una qualsiasi retta elemento di un inerente insieme infinito di rette paral-
lele), da un verso (nel senso che 1 suoi punti estremi sono distinti come sue origine € destinazione),
e da una lunghezza (o modulo) che ne ¢ la misura. Un vettore applicato in un punto ¢ un vettore di
cui se ne afferma tale punto come 1’origine. Un versore ¢ un vettore che ha modulo unitario.

Per un vettore x, |x | (di cui la x= | x| ) e v(x) indicano rispettivamente il modulo e il versore
di x (vx € il vettore che ha stessi direzione e verso di x ma modulo unitario). Il prodotto a-x, tra
il reale a e x, ha la stessa direzione di x, lo stesso verso di x se a>0 o verso opposto a quello di
x se a<0, e modulo di cui la |a-x ‘ = | a ‘ . | x | ; seguendo da cio la x=x-vx. Il prodotto scalare
ABtra i vettori A e B & definito dalla A-B=|A|-|B ﬁcos(om), dove aug € I’angolo compreso tra
A e B quando sono specificati come vettori applicati in uno stesso punto (nel senso oss € minore
di un angolo piatto).

Si fa riferimento alla sez. 2.4.1 di [1]. Uno spazio euclideo 5" a & dimensioni, chiamato anche
R*® di cui le R*=TTy1 (%) e R'=(—00,00), & munito di un sistema di riferimento cartesiano orto-
gonale, che ha le coordinate x (di cui la x={xa;n=1,a} e misurate sui rispettivi assi coordinati) e
i versori coordinati v (di cui la v={v,;n=1,8} e che hanno ognuno la direzione ¢ il verso del ri-
spettivo asse coordinato). Una x=X,-i (xn-Un) definisce x come un vettore di 5" e che ha le
componenti x. Si hanno le VnV,=0n; X-Vx=x x-x=x2:2n=1,g(xn-nn)-Zn=1,g(xn-vn):ZFl,g(2n=1,g(xn-
X 0nUy))=Zn=1a(xn") (12 cui x°=Z-1 a(xn’) generalizza il teorema di Pitagora).
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Si pongono le {ce[eg]lc{S'©R'} e cc 5™ Queste definiscono C come una curva giacente in
5" e che non interseca se stessa. Una tale C ¢ individuata dalle proprie funzioni parametriche
sKc(C) (di cui 3kc(C)={Kcn(C);n=1,8}) definite nel &(c) (di cui Rc=[€,€]) e che ne costituiscono
le omonime equazioni skc=3kc(C) di cui skc={Kcn;n=1,8} €C, essendo C I’ascissa curvilinea misu-
rata su C nel senso che c—€ ¢ la lunghezza del tratto di C che ha per estremi i punti skc(€) € 3&(C).

I1 versore 1c, tangente a C nel punto zKc(C), ¢ espresso dalla Tc=7c(C)=Zn-1a(Tcn(C)-Un) di cui la
Tcn(C)=2Kcn'(C) con 1cn(C) 1l n-esimo coseno direttore della retta tangente a C in 3kg(C) e orientata
concordemente alla C crescente.

Una C ¢ regolare se {s&cn(C)eC'(%c);n=1,a} e quindi, nell’aspetto grafico, se (oltre ad essere
continua) ¢ priva di punti angolosi o cuspidi dove la funzione 1¢(C) avrebbe un salto.

Per una C regolare si ha la relazione differenziale, di natura geometrica e conforme al teorema di
Pitagora, costituita dalla dc*=X, a((ds%ca(C))’) che divisa per dc (e considerando la Tca(C)=3%cn'(C))
diviene la dC=Zu-1 a(Tcn(C)-d3&cn(C)) che divisa a sua volta per dc diviene la Zy-1 a(tca’(C))=1.

Il gradiente V(f(x)) di una f(x) ¢ definito dalla Vux)=Zn=14((0f(x)/0%n)-0n). Si pone la fc(C)=
f(&c(C)). Da: questa; le note regole di derivazione di una funzione composta, e la 1cn(C)=
%cn'(C); segue

Fc'(0)=df (#c(C))/dC=Zn=1.a((0f (c(C))/Ocn)Ten(C))=V(f (&c(C)))-Tc(C) (1)
dove #¢'(c) € la derivata direzionale della f(x) nel punto sc(C) secondo la direzione e il verso di
Tc, e di cui la {0f(x)/0xn=0f (:xc(C))/Okcn; Vx=%c(C) ).

La derivata h-esima del prodotto di due funzioni f(x) e g(x) ¢ espressa dalla formula di Leibnitz

(F(x)- () =Zcon(Blh k) f 0 (x):gM(x)) &)
di cui la B(N,K)=N!/(N—K)! K !)=TTien—k1 n(1)/K!.

I1 simbolo “...” generalmente sottintende altri simboli ritenuti evidenti, e in particolare quando ¢
inserito in una successione indica che questa ¢ costituita da elementi che variano dal primo
all’ultimo ordinatamente con 1’andamento successivo indicato dai primi due (e avendo quindi in
tale senso le {s1,$2,...,Sk | k=1}=s1 {$1,52,...,5k | k=2}={s1,$2}).

Si pongono le 01 fein(iysi=1,.a}(C)=Fen(in()...n(@)(C)=01"(Kc(C))/Oen(1)Oen(2) - - . Oen(ay (da cui se-
gue in particolare 1a fca(C)=0f(:&c(C))/Oskcn). Da: 0>1; (1); p; £{tca(C),Fen(C),0—1 / f(x),g(x),h /
(2)); segue

U ©)=(#c (€)™ =(Znm18(Fen(©) Ten(©)) ™ =Zit wl(1en(€) Fen(€)) )=

Zn-18(Zk0,0-1(Bo-1kTen O (C)-Fen(C))) (3)
che da luogo alla
| £69(C) | <Znmt w(Bkco.0m1 Bk | Ten @ (0) |- [ £a¥(€) | )) < Wo(C)-@o(C) (4)

di cui le Wo(C)=Znmt a(Zkeo.0-1(Boi k- | Ten 7€) ) @o(C)=max( | £cn®(C) | :k=0,0-1;n=1,8).

Si pone la Pr={tcn(C)=Tu;n=1,8} per cui si ha la P; se i {1ca;n=1,a} sono costanti come accade
quando la curva C ¢ un segmento di retta. Da: 2, € i membri primo e quarto della (3); segue IPM
{1 £69) [= | Ent w(ren(©)-Fon (@) | <Znran( [ 1en(0) |- [ £ 0) D)<

W(©) | feno () |} = )
di cui le Wr(C)=Zno1a( | ten(C) ) € | £oni0©(€) | =max(| £ (c) | :n=1,8).

Le Yr(c)<Wo(C) ‘f-gn@)(o_l)(C) | <P,(C) (4) e (5) mostrano come la P; porti una limitazione su-
periore di |£:°(c) | (ossia il massimo valore assoluto di una derivata definita su una curva) ge-
neralmente minore di quella implicata dalla —7.
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Da: P; e (3); P: e E{fcn1y(C),0—1 /f-g(O)(C),O /(3));...; segue IPM
{£6(C)=Enn=1.a(ten1(C) Fen)' ™ (C))=Encr)=1 a(Znz)=1 a(Ten(1)(C) Ten)(€)-Fentin * (€)= .=
Zay=1,8(Zn@)=1.8(. . . Zno)=1.8(Ocn(1yn(2)...n0)(C))...)) } &< Px (6)
di cui la Ogn(1yn(2)...n(0)(C)=Ten(1)(€)Ten(2)(C)-. . Ten(o)(C)-Fen(iyn(a)... no)(C)-

La numerosita dell’insieme di tutte le disposizioni con ripetizione di classe K di N oggetti & N~

Un m(c,b,a) ¢ il a-esimo elemento della b-esima disposizione con ripetizione di classe ¢ dei {m=
m,m}. Sihala

Zm(l):m,m(zm(2)=m,m(- . ~2m(K>=m,¥ﬁ(Gm(l)m(2>...m(K)) .. ~)):Zb:1,(m—m+l)K(G {m(K,b,a);a:l,K}) (7)
La £({n=1,8},0,0ca(n()...n0)(C) / {m=ma,ea} K,Gam(tymey...m) /(7)) porta la
Zn(i=1,8(Zn2)=1,8(. .. Zno)=1.8(Ocn(1yn(2)...n0)(C)) . . . ) )=Lb=1,8°(Oc n(o,b,a):a=1,0}(C)) ®)

dove ngopa € 1l a-esimo elemento della b-esima disposizione con ripetizione di classe o dei {n=1,8}.
Da: P (6) e (8); I’espressione di Ocn(iyn(2)...n(0)(C); segue IPM
T | £9(€) | =] Zomr00(@cinonaaniol(©)) | =

Zb=1,8°(Tcno.b,1(C) Ten(o,,2(C)- - - . Ten(o,b,0)(C)Fen(o,b,1n(0,,2)....n(o.b,0)(C)) <
Zb=1.8°( | Ten(o,b,1)(C) Ten(o,b.2)(C): - - - Ten(o,b,0)(C) B Fen(o,,1n(0,b,2)....n(0,b,0)(C) | )<Wro(C)Pro(C) } <=1 9)
di cui le Wro(C)=Zbm1a(Geimobara-to) Oein@amtor=| Ten(C) Ten(©)-... Teno)(€) | Pro(C)=
max( | 8f°(c(C))/GsteentOokienta. . Omenio) | /nae {n=1m}5a=1,0}).
Per la |#one©(c)| della (5) si ha la &o0-1fcno /o fc/(5)) che porta la Pi—
{ [ #en0 ™€) | <WR(C)- | Fonomon'"(€) | } di cuila | Fenomo-n'"(C) |=max(| fenom “(C) |;
n=1,8). Cio la P; e la (5) portano la ‘fg(o)(C) | <¥:(c)- |f-gn<o>n<o_1>(ofz)(c) , ¢ diminuendo suc-
cessivamente allo stesso modo fino a 0 ’ordine di derivazione del secondo membro, si perviene
alla prima limitazione della

{1#9©) [<¥(©) [ Feromon...o0(©) | C¥(C) Pro(©)} = x (10)
di cuila | Fen(onio-1)...n(1)(C) | =max( | Fen(oyn(o-1)..n(C) | ;n=1,8).

Il confronto tra le (9) e (10) mostra la Wro(C)=¥z°(C) che pud essere confermata come segue.
Da: definizione di Wro(C); ZA({n=1,8},0,Ocin(oba)a=1,0} / {Mm=m,8},K,GmK b,a)a=1,k} /(7)); defini-
zione di Gcingaya=1,01; p; b; definizione di Wr(C); segue

lPRO(C)EZb:I,ﬂO(@Q{n(o,b,a);azl O})=zn<l>:1,§(zn(2>:1,§(- . -Zn<o):1,ﬂ( @gn(l)n(z).i.n(o)) .. )):

Ent-ta(Enztal - Enictal | Ten(©) Ten(©)- - Tenie(©) ). )=

Zati-1a( | enn(©) | -Enerm1a( | Ten@(©) |-+ Zniorral | tene(©) ). . D)=(En-1a( | ten(©) ))°=Fx"(c)

2.3 L’approssimazione di una combinazione lineare di derivate direzionali che esprime una
derivata parziale in un punto intersezione di piu curve.

Si considera I’insieme di curve {Cc;c=1,e} di cui le e>a {£(C,Cc,5Kc,"Kcn,Ec,Ec /Q,C,Eg,mgn,e,e /
(2.21)>,§Z&c(@c);021,e} Cc1=Gc=0 Cc§<c>=ec {Cc,i—1<Cc;i=2,%c} @cECci<c> lcE {lzl,%c}

Ci0 da luogo al sistema lineare T-D=F di cui le T=[tcn;c=1,e;n=1,8] Tcn=0Kcn'(Cc) D={0f(x)/0%x;
n=1,a} {0f(x)/0xn=0f(Kc(Cc))/Oen;c=1,e} F={Fc;c=1,e} Fe=Fc'(Cc) FelCe)=f(2Ec(Ce)).

Si considera la {cnb;n=1,8;b=1,6} che verifica la {det(T,)#0;b=1,b} di cui la To=[Tctnpyn;n=1,8;n=1.8].
Cid e la &(T-D=F /a-x=B /(2.3.4) di [1]) portano la {D=Ty "“Fo;b=1,6} di cui le To '=] 7on;n=1,8;
n=1,a] Fe={Fcmpyn=1,a} e che da luogo alla {Ds=Ts Fan;b=1,6} di cui le Dap={—Dapn;n=1,8}
Fab={—Factmpy;n=1,8}. Le D=Tp "“Fb € Dab=Tb “Fab portano la D+Dab=Tb “Fot+Tb -Fab da cui segue la
gbzlbflogb di cui le ep=D+Dav={€vn;n=1,8} €n=0f(x)/0xn—Dabn Ev=Fv+Fab={€ctnby;n=1,8} €=Fc—Fac.
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Si considera ogni Fac come una approssimazione nota dell’incognito Fc, seguendone (per le Dav=
Ty “Fab € D=Ty -Fp) che ogni Dabn € una approssimazione nota dell’incognito 8f(x)/dxx, € quindi
che 1 ecmpy € €vn sono gli errori delle rispettive approssimazioni del Fenpy con il Facmpy € del
0f(x)/0xn con il Dabn.

La &(Cci,#c(Cci);i=1 % /xp,y(xp);pzl,p / (2.1.2.10)) consente di porre la

Fac=2i=1,i(c)(Aci-Fe(Cei)) (1)
i cui {Ac;i=14} sono conoscibili per mezzo delle

F(Ce, {Ceizi=1 i} [Xp, Xpp=1,p} /(2.1.2.10)) {EAizi=1c Mopip=1,p /(2.1.2.10)); Vie<ic} {E(Nei;
i=1 4 [lpip=1,p /(2.1.2.10)); Vie=tc}

La &(Fc,Fac,—€c /y’(Xp),S’(Xp),ep’ /sez. 2.1.2) (dovuta a (1) e ec=Fc—Fac) porta la e <t e il cui
e € conoscibile per mezzo della &(—€c, iz, @ /ep',u<p,¢>>y(4)> /(2.1.2.1.13)) e di cui la o=
max(| £.9(c) | /ce(0,6)). Questa e la E(£(Ce),4 /#o(C),0 /(2.2.4),(2.2.10)) consentono di porre
la g=yc-@c il cui ye € noto. Percio si hala |ec | <ye-@c di cui la ye=rcw, e con . noto.

La ex=Tp -€» ha I’espressione {€on=n-1 a( Tonn-€c(upy);n=1,8} che, in base alla | €c ‘ <Y @c, da luo-
go alla {‘Cbn|Sl//bn-$;l’1=1,ﬂ} di cui la ¢=max{(ecc=1,e) e il cui wn € reso noto dalla ywn=
Zp=1a(1 Tonn | ‘Wenpy)- Queste limitazioni portano che il pit conveniente tra gli alternativi {€pn;
b=1,b} ¢ il €zn di cui la Bz{bl Wen=min{ybn;b=1,8)}. Da: cio e la epn=0f(x)/0xn—Dabn; Dabn=
Zoet.a( TonnFactnty) (dovuta a Da=To “Fab); (1); Fo(Ce)=f(ze(Cc)); segue

Of (x)/0xn=Dasn+€sn=Zn=1,8( TonnF ac(ng))+€en=2n=1a( Tenn* Zi=1 ic(n.8))(Ne(nB)i-Fe(n)(Ce(np)i) ) )+E€en=
n=1.8( TennZict icin By (Actnmyi- f ((Beinp)(Cetnp)i) ) ) )+€an

che, ammettendo la ezn=0, da luogo alla

Of (x)/0xn=Zn=1,8(Zi=1.i¢c(nB)( TennAe(ng)iFe(ns)(Ce(n)i))) (2)
come una approssimazione della combinazione lineare di derivate direzionali Z,- a( 7enn-Fe(np)),
che (in base alla D=Ts"'-Fs) esprime il f(x)/0xx nel punto x di cui la {x=pxc(Cc);c=1,e}.

3 LA FORMULAZIONE DI UN MODELLO ANALITICO DIFFERENZIALE E LA SUA SOLUZIONE
NUMERICA COME LE INCOGNITE DI UN SISTEMA TOTALE.

Il generico modello analitico differenziale 21) (detto in sez. 1) ha un’espressione 2(x) di cui le

()= {Em(Em(x),Dm(X),Exm(x))=0;m=1,88} Fm(x)ZF(x) Dm(x)=D(x) Exm(%)= Ex(x)
E(x)={Fm(x);m=1,m} D(x)={Dd(x);d=1,8} Ex(2)={Fxm(x);m=5a+1 M}

Dd(§)589<d>Fm<d>(§)/ 0%n(d,N0%n(d). . -OXn(d,e(d)y 84>0 mge {m=1,8a}

Fa(%)={Fdo(%);0=0,84} Fao(x)=Fm(a)(x) Fae(a)(x)=Dd(x)

{Pao()=0Fd.0-1(x)/0%n(d0/=0"Fm(a)(X )/ O%n(a,1)0%n(d.2). . .OXn(d.030=1,0a} (1
dove: ogni {ng,;0=1,0} (di cui 1<0<6q) ¢ una combinazione generalmente con ripetizione di
classe o dei {n=1,8}, nel senso che ¢ sostituibile da una sua permutazione come consente
I’invertibilita dell’ordine di derivazione ammessa dal teorema di Schwarz (di cui nei [11] [8]); le
Fx(x) compaiono in V), e se ne sottintendono noti i valori nei punti di $#(x) dove si desidera co-
noscere i E(x); le D(x) compaiono in 2V come incognite a meno della loro detta identificazione
come derivate parziali; le F(x) sono incognite e compaiono in 21), autonomamente o come fun-
zioni derivande nelle D(x); x ¢ arbitrario a meno della xeJR.

La conoscenza dei F(x) puo considerarsi impedita dal non conoscere le D(x), nel senso che, se
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queste fossero funzioni note delle F(x), 2) diverrebbe risolvibile come un sistema di s equazio-
ni non differenziali nelle altrettante incognite costituite dai F(x). Percio una risoluzione, numeri-
ca come si sottintende nel seguito, di 2V) puo avvenire eliminando questo ostacolo per mezzo
dell’approssimarne valori delle D(x) con funzioni note di valori delle F(x).

Una soluzione numerica di 2V ¢ un insieme di numeri chiamato 5 e di cui le 5={fmp;m=1,;
p=1,2} $mp=Fm(xp) X={xp;p=1,2}CRx 1<p#0.

Nella risoluzione di 21) sono dati come noti $x % {Fx(xp);p=1,2} e contingentemente un insieme
di condizioni € di cui la

€ c{{Fin(xp)—Fmp=0;m=1 88}, {Fao(xp)—Faop=0;0=1,84;d=1,8} ;p=1,2} (2)
dove ogni Fm(xp)—Fmp=0 significa che la Fm(x) ha in x; il valore noto Fmp (e analogamente per
ogni Fao(xp)—TFdop=0).

Le € implicano la possibilita che in un x, divengano noti tutti gli inerenti F(xp) (cioé I’eventua-
lita di alcune relazioni del tipo {Fm(xp)—Fmpy=0;m=1m}cC) e percio danno luogo a una ¥={x,;
p=1.2}={xpp);p=1,2} X tale che la numerosita di # ¢ massima compatibilmente con I’essere in
ogni x, incognito almeno uno degli inerenti F(x,). Inoltre si ha anche I’eventualita che
Iintroduzione delle € in un M(x,) faccia assumere la forma 0=0 ad alcune equazioni di questo.
Si chiama 20, il sistema di ##, equazioni costituito sia dalle € {Fao(xp(p)—Faop(y=0;0=1,84;d=1,B}
sia da quelle che si ottengono introducendo le € in ¥)(x,) € poi eliminando da questo le equa-
zioni che tale introduzione avesse ridotto alla inutile forma 0=0.

Un tale 20, puo essere privo di alcuni dei {{Fm(xp);m=1,8},{Dd(xy);d=1,8}}, puo includere al-
cune delle €, e se ne hanno le

20 = Epm(Epm,Dpm( 2p))=0sm=1 ##tp} FpmC Ep={Fpm;m=1 8} CF(Xp) Dpm( %)= Dp(2p)={Dpa( %p);
d=1,8,} #, <ty Dpa( 2)=0"""Finip () Onipd1)0%n(pd)- .. Oknip.didlpdyy Opa>0 Mpa€ {m=1 5}

Fpd(x)={Fpdo(x);0=0,6pd} Fpao X)=Fin(p,d)(X) Fpae(p.a)(X)=Dpa(x)

{pato( 2)=0kpd 0-1(2)/Oin(p.d,y=0°Fim(p.a () Oin(p.d, 1)0n(p,d2) . .- O%n(p.d.0);0=1 ,6pa} 3)
dove: i F, compaiono in 20, (autonomamente o come funzioni derivande) e sono incogniti; i Dp(xy)
compaiono in 0, e sono trattati tutti come incogniti anche se alcuni di essi sono resi noti dalle C;
ogni {Nya0;0=1,8,4} € una combinazione generalmente con ripetizione di classe 6,4 dei {n=1,a}.
Pertanto il sistema totale 21) (di cui la 20={20,;p=1,2}) ¢ un sistema di ¥ equazioni (di cui la =
2p-1.4(#,)) dove sono incogniti sia 1 {Dy(xp);p=1,2} sia 1 ¥ valori {Fp;p=1,2} di cui la 3=
2 p=1.4(38,)<¥%:. Esprimendo dunque ognuno dei {Dpa(xp);d=1,8,;p=1,2} per mezzo di una rispettiva
Dpd(2p)=Dpd( Fpd,€1pd)=Dpd( F pd)+€1pad=Dpa( Fpa) 4)
di cui le Fpa={Fpai;i=1,Bpa } S {Fmp.a)(xp);p=1,2} Fpa{Fp;p=1,2} € dove Dpa(Fpa) € una funzione
nota che approssima la Dya(Fpa,€Tpq) CON UN errore €rpq di cui si ammette la er,¢=0; 21) diviene un
sistema {Ers(Fp;p=1,2)=0;s=1,3%:} non differenziale e generalmente non lineare, di ¥; equazioni
nelle 3% incognite {Fpm;m=1,#8,;p=1,2}, e che in base alla 3#,<3%: puo essere risolvibile con i noti
metodi dell’analisi numerica quali quello di Newton-Raphson riferito nella sez. 2.4.5 di [1].

Infatti tale metodo ¢ attuabile eseguendo alcune successive risoluzioni di un sistema lineare e,
nel caso (quale ¢ 200) di un numero di equazioni N; non minore del numero di incognite Ni, o-
gnuna di tali risoluzioni puo avvenire applicando la (2.3.4) di [1], e in particolare usando il me-
todo di Gauss con la variante del “massimo pivor” e con la sola modifica del considerare tutte le
Ng equazioni anche se 1 pivot implicati sono solo N.
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Come le €, sono contingentemente note altre condizioni, ognuna costituita da un’equazione simile
a quelle di 21) (cio¢ del tipo E(F(x),2(x),x)=0 di cui le F(x)cF(x) 2(x)=D(x)), ma imposta solo su
alcuni dei X cio¢ solo sugli elementi di un X di cui la xcX. Ognuna di tali condizioni puo essere in-
trodotta come segue nella risoluzione di 2): si aggiunge alle F(x) una funzione incognita ausiliaria
Fa(x) € a ) I’inerente equazione moltiplicata per Fa(x); si aggiungono alle € le condizioni costi-
tuite dall’avere la Fa(x) 1 valori rispettivamente unitario e nullo negli elementi di X e X-X.

4 L’ APPROSSIMAZIONE DI UNA DERIVATA DEL SISTEMA TOTALE CON UNA COMBINAZIONE
LINEARE DI VALORI LOCALI DELLA FUNZIONE DERIVANDA.

4.1 L’insieme di segmenti rettilinei.

Inerentemente la X={x,;p=1,2} (detta in sez. 3), si pongono le xp={xpm;n=1,8} {a,b}c{p=12}
dabz(z‘rnzl,aar((an_Xan)z))Q5 Tabzznzl,ﬁ('fabn'l)n) TabnE(an_Xan)/ dab. Percio dap Tab € Tabn sono: la di-
stanza tra X, € X, 1l versore della retta passante per questi e orientata da xa a x, € il n-esimo co-
seno direttore di tale retta.

Si sottintende che da X ¢ deducibile un insieme di segmenti rettilinei R, la cui numerosita ¢ mas-
sima compatibilmente con le

A={Ror=1,R} R21 (F{xpeRi}ip=1.2} {ERInkF /C,C68 [sez. 2.2),3 (=0} RSPy,
1r={xp(r,iys 1= 1,30} =R X123 =0, {1i<rriv;i=1,2— 1}, M=o ey t=1,8} (D
Si considerano 1 {xk;k=1%} di cui la x;#xx La condizione che questi k¥ punti giacciono su una
stessa retta ¢ espressa dalla {Ti=Wi-Tix;k=2%—1}, di cui la wk=t1 e (in base alla {Ti=Wi-Tik}=
{T1e V=W Tie Vo =18} ={T1kn=Wk Tikn;n=1 8} ={T1kn=T1kn;n=1 8} V- {Tikn="T1xn;n=1,8} ) la
{TEWe T k=2 %1 | ={{Ti=Tikn;n=1,8} V. {Tiki=—Tin;n=1,8} ;k=2 -1} (2)
La conoscenza dei {or;r=1,8} puod essere conseguita con il seguente algoritmo. Si pongono le
Aapr={—{Ta=WiTabsk=0,, 3, } ;r=18} Bap=3 {Tak:wk'Tabl xkeX—{a,b}} e la =0, e si effettuano
le B(®,2) iterazioni {I.,;b=a+1,p;a=1,2—1}. Per ogni I, se {{ﬂabg[i%>0}n/\$ab}n\'/u{{ﬁ:O}u/\nBab}
(questa condizione puo essere controllata per mezzo della (2)) si incrementa & di 1 e si pongono le
or=2a Pr=Db. Dopo queste iterazioni sono noti i {o.,B~r=1,R} e si effettuano le iterazioni indicate
dal {r=1,R}. Per ogni r, si pone #+=0 e si effettuano le iterazioni indicate dal {p=12}. Per ogni p,
s€ {Tamp=WpTampu |/ {P& {0:,Pr} }, si incrementa #; di 1 e si pone la Prin=p. Dopo queste 2 ite-
razioni si modifica I’ordinamento successivo degli elementi di {P;;i=1,3:} in modo che verifichi-
no le 3dpr,1y,p(riy=Max(Ap.c)pir,cr;c=1,3r;c=1,3r) {Qpir 1yp(r,iy<Aoe, yeerivnysi=2,4—1}. Al termine di que-
sto algoritmo ¢ noto il {Ps;i=14#;r=1,8} che rende tali i {Jo;r=1,8}.

4.2 L’espressione, per mezzo di un grafo ad albero, della combinazione lineare che appros-
sima una derivata del sistema totale.

Una approssimazione (3.4) di un Dpu(xp) (di cui le (3.3)) puo essere ottenuta usando come sche-
ma logico un grafo ad albero orientato, implementato per mezzo della {£(Fq0-1(x) / f(§)/
(2.3.2));0=1,6,4} e dei segmenti & di cui la sez. 4.1.

Un grafo G di cui la G={N,A}, ¢ costituito da un insieme di nodi N di cui le N={Nx;i=1,&} &+ e
da un insieme di archi A di cui le A={Aj;a=1,&} &+ Ay=(Na,Np) NaeN NpeN. Un arco (Na,Np) ¢ di-
rezionale giacché identifica i nodi N, e Ny rispettivamente come 1’origine e la destinazione di un
inerente percorso. Una C={Ayi;i=1,—1} di cui la Axi=(Nii),Nii+1)) €A, definisce ¢ come un
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cammino di G ossia come un percorso che va da Nixqy a Nig passando successivamente per i
{Niay;i=2,4—1}. Un G € connesso se {IC;V {Nu),Na@}=N}. Un G ¢ orientato o non orientato, ri-
spettivamente se (Na,Np)#(Np,Na) 0 (Na,Np)=(Np,Na). Un G € un albero se &=#—1 e se ¢ connesso il
grafo che se ne deduce aggiungendo a ogni (N,,Np) un rispettivo (Np,Na). Un albero orientato G ha
un nodo radice Ny (di cui la NreN) che verifica la {NeN—Ng}—>3{C | {Nay,Nag }={N.Xx}} o la
(NeR—Nr} =3¢ | {Raq,Nag}={Ne,N} } (1)
Una Ni=$ afferma che I’oggetto $ ¢ associato al nodo Ni. Il grafo ad albero orientato (cio¢
I’albero orientato) G che si usa per ottenere un’approssimazione (3.4) di un Dpa(xp), € in partico-
lare specificato, oltre che dalle &=&—1 e (1), dalle

K= {Ng;q=0.0p} No={Nistq.0i1=1.8q} No=Nisco.y=Ne {3 {As | {Na;No} CNg}:G=0,8pa}

(=3 {As | Na€Ng,Np 2 Ngs1}34=0,8pa—1} =3 {As | Na€Nogp.ay}

A={(Nii(q.1)>Nit(q.0.0.0))50=1 Bain;n=1,8;0=1,84;9=0,6pa—1}

e (con riferimento alle (3.3) e x,=xp()) dalle

Nio,y=Dpa(2p0,1)) Por=Pp {Nitan=Fpd.o¢p.a)-o(Xp(a,)i01=1,8:q=1,6pa =1} {Nice(p.a)m=Fmip.a)(Xp@.d)));
n=1,8s0.4)}

di cui le {pgae {p=1.2};n=1,84;9=0,6p4} X={xp;p=1,2}, e (con riferimento alle (3.2) e (4.1.1)) dalle
{H{H{Epae0.0r-a(2pam)~Tpdsp.d)-apan=0} € €} -3 (Niq.5),No) €A;h=1 hq;q=1,6pa—1}

{{Nu(a .00 00.0)-a-1 (X pixtam.m);0=1 Bain } Boin=4r(q 0.0:0=1,80=1 8q,q=0,6pa—1]

di cui le rgane {r=1,8} R={Rs;r=1,R} Min=1.8Rx(q.0.0)=Xp(q.)-

L’individuazione del G in argomento ¢ completata dalla

(Bt 06pd)-o(Kka)- Knipd - {Fptotpudy-at (Rpctaany.0):0=L kg m} B min=12} /

Of (2)/0%n,%n, { {FenB)(Cenp)i);1=1 ic(np) } ,Cotnp);n=1,8} /(2.3.2)):0=1,£49=0,8,4—1}

che da luogo alla

{Fpd.o6p.d)-a( 2p(a.))ZZn=1 m( Zig=1.i¢x(a, ) (Aaing Fpd 6(p.d)-a-1 (X pir(aim). ) 0=1,84;G=0,6p0—1 }

dove ogni Aginy € noto come una specificazione del 7sn,-Acnzyi della (2.3.2), avendone la
{{Niq.0.0.0=Aqinn; D=1 Bain } Boin=tr(q,nn);0=1,80=1,89;q=0,6a—1}.

In quanto testé ¢ usato 1’insieme di segmenti rettilinei R invece di un insieme di curve general-
mente non rettilinee, poiché (come detto in sez. 2.2) il massimo valore assoluto di una derivata
definita su una curva generalmente ¢ minore se questa ¢ un segmento rettilineo, e quindi ¢ gene-
ralmente minore anche I’inerente errore (del tipo (2.1.2.1.13)) che influisce (come detto in
sez. 2.3) sulla precedente approssimazione.

Si considera (inerentemente il grafo ad albero orientato G in argomento) I’insieme {C«;k=1%} di
ogni cammino Cy di cui la —=3C¢>C. Ogni Ci € un percorso che va da Ny a un nodo di Ng,qy cui €
associato un elemento di #,s (argomento della (3.4)) oppure che va da Ny a un nodo di
{Ng;q=1,6,4} cui ¢ associato il valore noto di un elemento di € (di cui la (3.2)). Percio si ha la
{Cik=1 3} ={Cxwya=1,a}+{Cxpy;b=a+1,%} 1 cui Cyay € Cwpvy sSono dei rispettivi due tipi testé detti,
e quindi la cercata approssimazione (3.4) del Dpa(xp) puo essere la

Dpa( 2p)=Za=1 (Ntay Fin(p.a)(Zpip.da))+ Coa

di cui le Gu=Zb-a+1x(Axpy Ccity) Xp(p.dayEX Fiip.d)(Xpp.da)) € Epd, CON Cupy uno dei valori noti in
€, e con A (di cui la k={i,.V.1p}) il prodotto di tutti i fattori del tipo Aginy che sono associati ai
nodi di Cx.

Introducendo 1a Fip.a)(xXpp.d,ay)=2p=18(0p.r(p.d.0) Fm(p.0)(xp)) nella precedente approssimazione di
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Dpd(xp), si ha la

Dpa( 2p)=Zp=1.6(/\pap Fmip.at)(%p))+ Cpa ()
di cui la Apgp=Zaz1,a(AxtayOp.rp.da) € 1 cui {MApap;p=1,2} € €,a possono essere resi noti da un algo-
ritmo basato sulla &(xp, {Rxpnn;n=18} /§, {Cctnpyn=1,8} /(2.3.2)) la quale da luogo alla
Of (2p)/0xn=En=1 a(Zi=1 e(p.n,ny) Apnni-Frpnny (M) dove ogni Apnsi € noto e (con riferimento alla
(4.1.1)) attinente al punto Xewpnnm.p. Tale algoritmo € scritto come segue in uno pseudo-
linguaggio derivato dal linguaggio di programmazione Visual Basic.

{Br=0;p=1,2} N =1pa6(p.0)
Forn=1To=sn
I'= Ipp)Nn
Fori=1To#
Preci) = Appyni
Next 1
Next n
Ga=0IB=T
Forq=1To &1
N = Npd&(p.d)—
If IB=T Then
IB=F
Call SubrA(q,N, {ap;p=1,2},{Br:p=1,2},Gn)
Else
IB=T
Call SUbrA(q’N’ {Bp;pzlaP}a{ap;pzlaP}aad)
Next q
If IB=T Then
Call SubrB({Bp;p=12}, G, { Npap;p=1.2})
Else
Call SubrB({op;p=1.2},Gu, { Npap;p=1.2})
End If

Sub SUbrA(ana {ap;le ai;} ’ {Bpapzl ’P} ’ @d)
{OCPZO;PZI 712'\}
Forp=1To#
If {Fpao(pdr-a(2p)—Tpde(pd-qp=0} €C Then
i = Ga + Bplpaspdy-ap
Else
Forn=1To=s
' = TpNn
Fori=1To#
Olp(z,iy = Olp(e,iy + Bp-Apni
Next i
Next n
End If
Nextp
End Sub
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Sub SUer( {aP;pzl 2}, @d, {/\Pdp;pzl 2})
Forp=1To#®

I£ {Fm(p.a(xp)—Fmpap=0} €C Then

a = Goa + OpPraip.dp

Npap =0

Else

Ppdp = 0lp

End If
Nextp
End Sub

5 PEEI: UN PROGRAMMA AL COMPUTER PER LA RISOLUZIONE NUMERICA DI MODELLI
ANALITICI DIFFERENZIALIL.

Le definizioni i procedimenti e i risultati delle precedenti sezioni, sono stati utilizzati per realiz-
zare un programma di elaborazione automatica finalizzato alla risoluzione numerica di modelli
analitici differenziali. A tale programma ¢ stato dato il nome PEEI come acronimo di “Program-
ma agli Elementi di Estensione Infinitesima”.

La realizzazione di PEEI (intendendone come nel seguito 1’attuale versione 1.0.0.0 del 23/05/2008)
¢ avvenuta nell’ambiente integrato di sviluppo Microsoft Visual Basic 2008 Express Edition, che
¢ disponibile gratuitamente in http://www.microsoft.com/express/vb/. Il codice sorgente scritto
dall’ Autore (nel linguaggio di programmazione Visual Basic .NET) ¢ costituito da 94 sottopro-
grammi per complessive 2760 righe. Il codice eseguibile di PEEI ¢ contenuto nel file peei.exe di
257 kilobytes e puo essere eseguito sotto il sistema operativo Microsoft Windows versioni XP,
Vista, Server 2003.

Il programma PEEI puo essere da chiunque gratuitamente installato e usato nel proprio computer,
essendo tale installazione disponibile in http://www.giacomo.lorenzoni.name/peei/. A questo stes-
so indirizzo sono disponibili anche il file PEEI_QG.pdf (una quick guide con le informazioni es-
senziali per 1’uso) e le descrizioni dettagliate (ognuna contenuta in un rispettivo file compresso
di tipo zip) di alcune tra le prime applicazioni. In http://www.giacomo.lorenzoni.name/peei/
screenshots.htm sono riportati tre screenshot tipici (iniziale intermedio e finale) della interfaccia
grafica (la Gur come Graphical User Interface) di PEEL

Una priorita, che nella realizzazione di PEEI ha avuto preminente importanza, ¢ stata il perse-
guimento della massima semplicita e logicita, sia della sua interfaccia grafica, sia dell’input che
I’utente gli deve fornire per effettuarne un’esecuzione volta a produrne una certa applicazione. E
stata altresi dedicata molta attenzione alla significativita e utilita delle informazioni e dei mes-
saggi che, durante un’esecuzione, PEEI invia sistematicamente od occasionalmente all’utente per
notificargli avvenimenti avvertimenti ed errori.

Si pongono le @={first execution without memory} [B={first execution with memory} V={later
execution} O={normal procedure} €={better procedure} Qa={differential model} [B=conditions
Y={points coordinates and properties} O={mesh memory} €=solution.

11 detto input di PEEI ¢ interamente indicabile nella sua interfaccia grafica, ed ¢ suddiviso (anche
visivamente) tra una parte necessaria e una opzionale che puo essere trascurata.


http://www.giacomo.lorenzoni.name/PEEI/screenshots.htm
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La parte necessaria ¢ costituita da

1) L’opzione @.V.B.V.y.

2) I nomi di due file esistenti, che hanno estensione .txt, etichettati rispettivamente a ¢ 3, e i cui
rispettivi nomi sono tipicamente MAD.txt € COND.txt.

3) Il nome di un file esistente: con estensione .txt, etichettato v, il cui nome tipico ¢ POINTS.txt,
se ¢ attiva ’opzione @.V.[3; oppure con estensione .bin, etichettato 8, il cui nome tipico €
PEEI_mem_0.bin, se ¢ attiva I’opzione V.

La parte opzionale ¢ costituita da

1) L’opzione ©.V.€, se ¢ attiva I’opzione L.V.[3.

2) Il nome di un file etichettato € e il cui nome tipico ¢ PEEI_sol_0.txt.

Le suddette descrizioni di applicazioni disponibili in http://www.giacomo.lorenzoni.name/peei/,
contengono (utili come esempi) le corrispondenti specificazioni di questi file testé detti.

I ay e B sono file di testo scritti dall’utente prima dell’esecuzione di PEEL I dati contenuti in
questi file sono numeri separati da almeno uno spazio vuoto (blank character) e/o almeno un ca-
rattere di controllo (e.g. carriage return ¢ line feed). Nelle seguenti definizioni dei dati presenti in
questi file ¢ (come di consueto) considerato assente ogni {si;i=t,} di cuilai>%. 1 d e € sono file, ri-
spettivamente binario e di testo, scritti da PEEI e disponibili per I'utente dopo la sua esecuzione.

Il file a contiene la traduzione (comprensibile da PEEI) del 2V definito dalle (3.1). Affinché tale
traduzione sia possibile, 2Y) deve poter essere espresso dalle

N(x)={Eam(x)=0;m=1 8} EQm(X)=Za=1 a(m)(Ama(%)) Ama(%)=t<ma'ITo=1 b(m.a)(Fmab(x))
Fnab()=(Bmab(2) ™ Bmab(32)=0%"™" Errima.0)(%)/0%n(mab. 150 % n(mab2). - -0Xr(m.a.b.o(m.a)

dove: mMmabe {m=1,8}, {Fm(x);m=1¥}={F(x),Fx(X)}, Bmab=0, Smab=0 s€ Mmabe {M=51+1,¥},
{Pmabc€ {n=1,8};c=1,8mab}. - -

Questa espressione di ) non ha la stessa generalita della (3.1), in particolare perché Bman(x) Vi
puo comparire solo come base di una potenza e non come un argomento di una generica funzio-

ne. Tuttavia tale limitazione attualmente sembra di minore importanza e in futuro potra essere
occasionalmente eliminata se sara necessario.

Specificatamente il file o contiene successivamente 1 seguenti numeri: & (di cui #>0), s (di cui
g8>0), # (di cui #=M-8>0), {&8m,{Kma,Bma, {Emab,Bmab,Mmab, {Nmabc;C=1,8mab } ;b=1,8ma};a=1,8m};
m=1m} (di cui 8n>0 e bnma>0).

Il file y contiene, per ogni x, di cui le X={xp;p=1,2} e xp={xpn;n=1,8} (dette nelle sezioni 3 e
4.1), le & coordinate di tale p-esimo punto e 1 ## valori in esso delle Fx(x): specificatamente que-
sto file contiene successivamente 1 numeri { {xpn;n=1,8}, {Fxm(xp);m=8a+1,8};p=1,2} di cui >3.

1l file B contiene la traduzione delle condizioni € (di cui la (3.2)). Specificatamente questo file
contiene successivamente i numeri {Il,,m,,8y, {Nya;a=1,8,},V,;p=12}, di cui 8>0 e dove Vv, ¢ il
valore di una corrispondente 89@>Fm@>(§n<p>)/6xl~l<p,1>6x1~1<,,,2>. ..Oxipepy di cul le T, {p=1,2} m,e
{m=1,m} 8,20 {fijac {n=1,8};a=1,8,}.

Se @.V.[8, PEEI consuma una parte notevole delle risorse del computer complessivamente neces-
sarie per I’inerente esecuzione, allo scopo di ottenere informazioni dedotte dal solo file y. Per-
cio, se [B, PEEI memorizza tali informazioni in un file binario, affinché esse siano poi disponibili
meno onerosamente in una successiva esecuzione, che ha y e questo file inserito come 0, e che
deve essere inerente lo stesso file y ma non necessariamente gli stessi file a e 3.



UN METODO PER LA RISOLUZIONE NUMERICA DI MODELLI ANALITICI ... 19/20

Quando PEEI interrompe la propria esecuzione a causa di un errore, esso invia un messaggio che
ne contiene una descrizione. Durante una sua esecuzione PEEI compie le seguenti successive a-
zioni di maggiore rilievo.

- Legge i nomi dei tre file che costituiscono la parte necessaria dell’input, e si interrompe se uno
di essi non esiste o non ha 1’anzidetta estensione.

- Se [, assegna al file binario (come detto in scrittura) un nome nuovo tra quelli della directory
del file y (avendo come detto una corrispondenza biunivoca tra questi due file).

- Legge il file a. Se v, legge il file &. Se a.V.[3, legge il file y. Se (3, inizia la scrittura del file binario.

- Se @.V.[3, determina 1’insieme di segmenti rettilinei 2 di cui la (4.1.1) ossia esegue 1’algoritmo
di sez. 4.1 per determinarne i {}0:;r=1,8}. In questa esecuzione, se O, ¢ escluso dai R ogni seg-
mento che non ¢ parallelo a uno degli assi coordinati.

- Se {a.V.3}/\g, calcola per ognuno dei {xpu,;i=13sr=1,8} della (4.1.1), applicando la
(2.1.2.1.13) (cio¢ eseguendone 1’algoritmo che la definisce) e la (2.2.10), la corrispondente spe-
cificazione del y. della |ec | <y di sez. 2.3.

- Se {@.V.[}./\.€, seleziona, per ogni xp€X ¢ ognuno dei {n=1,&}, gli & segmenti che specificano
le {Ccmpy;n=1,a} della (2.3.2) (se {a.V.}./\\0 questa selezione non avviene, perché in ogni x; si
intersecano solo & segmenti ognuno parallelo a un rispettivo asse coordinato).

- Se @.V.[3, calcola per ognuno dei {xp,iy;i=1.2r;r=1,R} 1 rispettivi coefficienti che specificano i
{Nppsp=1,8} V. {Ap;p=1p} della (2.1.2.10). Se [3, termina la scrittura del file binario.

- Legge il file B. Scrive il sistema totale 200 della sez. 3 (trattando ancora come incogniti i
{Dp(xp);p=1,2}). Calcola, per ognuno dei {Dpi(xp);d=1,8y;p=1,2} e applicando 1’algoritmo di
sez. 4.2, i corrispondenti {/pap;p=1,2} e Cps della (4.2.2). Risolve 1) usando il metodo di
Newton-Raphson. Notifica che 1’esecuzione ¢ stata completata, il nome (nuovo tra quelli della
data directory) del file € che contiene 1’inerente soluzione, e il nome del file binario se B.

Tale file € in particolare contiene  righe (una per ogni xp€X), € la p-esima contiene successiva-
mente: il numero p, il simbolo “:” e uno spazio vuoto, i {$mp;m=1,8} (di cui la 5={fmp;m=11;
p=1,2} di sez. 3, cio¢ i valori calcolati come approssimazioni dei rispettivi {Fm(xp);m=1,m}) sepa-
rati da due spazi vuoti. L’approssimazione dei {Fm(xp);m=18;p=1,2} con i rispettivi 5, general-
mente migliora con un maggiore 2, una piu uniforme distribuzione dei X in J(x), € una maggiore
numerosita delle condizioni € e delle altre condizioni dette alla fine della sez. 3. Una soluzione $
sufficientemente attendibile pud essere individuata come 1’ultima di una successione sufficiente-

mente coerente € numerosa, € ottenuta migliorando successivamente i tre requisiti testé detti.

La procedura € ¢ generalmente migliore della ©, perché applica la (2.3.2) selezionando gli ine-
renti & segmenti come quelli che minimizzano I’errore massimo della approssimazione. Pero
I’aumentare di & e 2 implica un rapido aumento dell’onere computazionale della € rispetto quello
della ©. Tuttavia, nel caso di molte successive applicazioni tutte inerenti uno stesso file y, un tale
maggiore onere potrebbe essere conveniente giacché puo essere limitato alla sola prima di esse.

Le coordinate cartesiane x possono all’occorrenza essere sostituite da altre coordinate x di cui le
REOSR(x) A(xx fuy [(2.4.6.1)di[1]) (per esempio le x=x(p,0)=p-COS(xt) y=y(p,00)=
o-sen(a) B(p)=[0,00) R(x)=[0,2-1), da cui si deducono le p=p(x,y)=(x"+y")"" o=a(x,y)=
arcsen(y/(x+y%)"%) R(x)=TR(y)=(~o0,0) E({x,y},2 [x,8), portano che le coordinate {x,y} di
un sistema di riferimento cartesiano ortogonale bidimensionale possono essere sostituite dalle
coordinate {p,o} di un sistema di riferimento polare). Nell’uso di PEEI una tale sostituzione, cio¢
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quella di un sistema di riferimento cartesiano ortogonale che ha le coordinate x con un altro si-
stema di riferimento, da luogo solo a modificazioni trascurabili e interne al programma, quali il
divenire generalmente non rettilinei i segmenti R.

CONCLUSIONI

Questo lavoro ha avuto origine da un’attivita dell’ Autore, la cui prosecuzione implica la capaci-
ta di risolvere numericamente un’ampia casistica di modelli analitici differenziali.

A tale proposito sono stati selezionati come essenziali, ed analizzati, i contenuti esposti nelle se-
zioni 2 3 e 4, e sulla base di questi ¢ stato poi realizzato il programma PEEI descritto nella sez. 5.
La sicura compiutezza di questo programma, dato il suo vastissimo possibile campo di applica-
zione, non ¢ immediatamente attestabile ma ne richiede un utilizzo adeguatamente lungo e di-
versificato.

Tuttavia la speranza di risultati ed eventuali miglioramenti condivisi e diffusamente controllabili
(nonché I’'impegno e la cura profusi) hanno indotto I’ Autore a rendere PEEI pubblicamente e gra-
tuitamente disponibile in http://www.giacomo.lorenzoni.name/peei/. In questo senso 1’ Autore sara
grato per opinioni commenti e segnalazioni, che possono essere inviati all’indirizzo di posta e-
lettronica publications@giacomo.lorenzoni.name.
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