Argomentazioni analitiche di probabilita e statistica.
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Riassunto

Sono trattati concetti fondamentali di probabilita e statistica, con la finalita di circostanziare e
stabilire procedure di elaborazione numerica. Per questo fine sono usate argomentazioni dedut-
tive, svolte in termini di logica e analisi matematica. E dedicata ampia attenzione alla descrizio-
ne preliminare degli strumenti simbolici logici e matematici. Sono mostrate estesamente pro-
prieta fondamentali e definizioni, attinenti i concetti di evento e probabilita. Si perviene alla
densita di probabilita di una variabile casuale, per mezzo dell’analisi di proprieta caratteristiche
di campione e universo statistici. Sono presentati aspetti importanti della densita di probabilita
di un insieme e di una funzione di variabili casuali. Sono dedotte proprieta essenziali, quali la
densita di probabilita il valore medio e la varianza, delle piu usate variabili casuali. Sono trattati
ampiamente e dettagliatamente il test statistico e le inerenti ipotesi, € si perviene a limitazioni
inferiori per la probabilita di queste. Sono mostrate le condizioni per determinare limitazioni, in-
feriore e superiore, per la probabilita che un’incognita si trovi in una data zona dell’asse reale.
Infine sono trattate, con molti particolari e nell’aspetto generalmente pluridimensionale, le anali-
si della varianza e della regressione.
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Analitical argumentations of probability and statistics.

Summary

Some fundamental concepts of probability and statistics are treated, with the aim to circumstan-
tiate and to establish some procedures of numerical elaboration. For this purpose deductive ar-
gumentations are used, performed in terms of logic and mathematical analysis. A wide attention
to the preliminary description of the logical and mathematical symbolic tools is dedicated. Are
extensively shown fundamental properties and definitions, pertaining to the concepts of event
and probability. Is reached the probability density of a random variable, by means of the analy-
sis of properties characteristic of statistical sample and universe. Are presented important a-
spects of the probability density of a set and of a function of random variables. Essential proper-
ties are deduced, whom the probability density the expected value and the variance, of the ran-
dom variables more used. The statistical test and the inherent hypotheses are treated, widely and
in details, and lower bounds for the probability of these are reached. The conditions are shown
in order to determine lower and upper bounds for the probability that an unknown quantity is
found in one given zone of the real axis. Finally the analysis of variance and the regression a-
nalysis are treated, with many particulars and in the generally multidimensional aspect.

Keywords: probability, statistics, mathematical analysis, mathematical logic, numerical elabo-
ration.
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1 INTRODUZIONE.

Questo scritto sara rilasciato ufficialmente dall’autore in data martedi 13 febbraio 2007 e subito
dopo sara disponibile all’indirizzo http://www.giacomo.lorenzoni.name/arganprobstat/.

I1 lavoro tratta concetti fondamentali di probabilita e statistica, € ha come sua finalita piu essen-
ziale quella di pervenire alla formulazione dei cardini matematici di procedure di elaborazione
numerica. Per questo fine sono usate argomentazioni deduttive, svolte in termini di logica e ana-
lisi matematica, e fondate su proposizioni ritenute certe.

Nella sez. 2 sono stabiliti la simbologia le definizioni e gli strumenti logici € matematici che so-
no usati successivamente. Questi contenuti, per lo piu ampiamente noti e consolidati in Lettera-
tura, sono esposti sinteticamente ma con procedimenti deduttivi e in forme immediatamente su-
scettibili di applicazione, e in qualche caso presentano approfondimenti e risultati particolari.

La sez. 3 introduce e circostanzia le proprieta fondamentali e le definizioni attinenti i concetti di
evento e probabilita, che sono poi usate abitualmente nel seguito essendo peraltro la loro impor-
tanza evidentemente preminente in un contesto di probabilita e statistica.

Nella sez. 4 dapprima sono descritte le definizioni e le caratteristiche distintive di campione e
universo statistici, poi per mezzo di queste si perviene ai basilari concetti di variabile casuale e
sua densita di probabilita.

Nella sez. 5 sono trattate la densita di probabilita di un insieme e di una funzione di variabili ca-
suali, e sono altresi stabilite ulteriori importanti proprieta di una variabile casuale.

Nella sez. 6 sono dedotte le proprieta essenziali (quali la densita di probabilita, il valore medio e
la varianza) delle piu usate variabili casuali; in particolare ¢ dimostrato il teorema del limite cen-
trale e, sulla base di questo, ¢ descritto con valenza applicativa il metodo Montecarlo per il cal-
colo approssimato di un integrale.

La sez. 7 tratta estesamente e dettagliatamente il test statistico e le inerenti ipotesi, € perviene a
limitazioni inferiori per la probabilita di queste.

Nella sez. 8 sono esposti un procedimento e le relative condizioni da cui risultano limitazioni
(inferiore e superiore) per la probabilita che un’incognita si trovi in una data zona dell’asse rea-
le, e inoltre sono descritti i casi di quattro incognite notevoli.

Le sezioni 9 e 10 trattano con molti particolari e nell’aspetto generalmente pluridimensionale le
analisi della varianza e della regressione che hanno la nota importanza applicativa.

2 COGNIZIONI PRELIMINARI.

2.1 Nozioni di logica matematica.

Una proposizione ¢ costituita da uno o piu simboli grafici. Un nome di un oggetto ¢ una propo-
sizione che lo riferisce, e che lo contraddistingue in quanto gli attribuisce delle proprieta la cui
totalita ¢ posseduta solo da esso. Per esempio il nome “carattere tipografico” individua il noto
oggetto che ha un peculiare complesso di proprieta tra le quali € compresa la proprieta “colore”.

Una A=B afferma che A e B sono due nomi diversi di uno stesso oggetto. Una A#B nega la A=B. Il
nome di un oggetto inesistente ¢ considerato irrilevante e come tale ¢ trascurato.

Una proprieta pud assumere uno o piu valori. Per esempio: 1 valori rosso verde e blu sono tra
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quelli che possono essere assunti dalla proprieta colore; i valori —1.02 0.3 e 4 sono tra quelli che
possono essere assunti dalla proprieta numero. Un valore di una proprieta puo essere considerato
come un’ulteriore proprieta. Una A=B afferma che la proprieta A ha il valore B o che le proprieta
A ¢ B hanno un uguale valore. Una A#B nega la A=B.

Si distingue, tra le proprieta di un oggetto, una che ne ¢ detta la principale. Il nome di un oggetto
¢ usato anche per riferire la sua proprieta principale e viceversa.

Si dice che un oggetto ¢ espresso da un valore o equivalentemente che esprime (o ha o assume,
etc.) un valore, per affermare che tale valore ¢ assunto dalla proprieta principale di tale oggetto.
Un’espressione di un oggetto ¢ un suo nome o una proposizione che ne esprime un valore.

La conoscenza di un oggetto riferito da un certo nome, ¢ la conoscenza del valore di ogni pro-
prieta che gli ¢ attribuita dal detto nome. Tuttavia la conoscenza di un valore che esprime un og-
getto di nome A, ¢ chiamata brevemente la conoscenza di A.

Si dice che una proposizione ¢ sottintesa, per affermare che essa, quando avra influenza senza
essere stata contraddetta o dubitata, sara considerata vera anche senza essere menzionata.

Una grandezza ¢ un oggetto che ha la proprieta numero come principale. Una A=B implica la
A=B quando A e B sono due grandezze. Ogni grandezza ¢ sottintesa reale nel senso che i valori
che essa pud assumere non sono numeri complessi ma reali.

Un insieme ¢ un oggetto costituito da un certo numero di individui, i quali sono a loro volta gli
elementi del detto insieme. Si indica & I’insieme vuoto cio¢ quello che non ha alcun elemento.
Un insieme ¢ noto se sono tali tutti i suoi elementi.

11 significato di una proposizione rimane valido fino a quando non ¢ modificato. Un numero tra
parentesi tonde, che individua una o piu righe in quanto ¢ posto nel loro margine destro, ¢ un
nome della proposizione costituita da queste; un tale numero, all’esterno della sua sezione, ¢ ri-
ferito anteponendogli la sigla numerica che identifica tale sezione. Le parentesi graffe {} delimi-
tano una proposizione. Questo e ogni altro tipo di parentesi sono omessi quando sono conte-
stualmente superflui. Ogni proposizione ¢ sottintesa vera. Una proposizione puo essere costituita
da piu proposizioni. L’introduzione di una proposizione in un’altra, ¢ una riscrittura della secon-
da che si avvale di quanto ¢ affermato dalla prima. Le parentesi { t delimitano una proposizione
che definisce un evento (avendone percio riferimento in sez. 3.1).

Un B ¢ una specificazione di un A in quanto: B ha tutte le proprieta di A, A ha o non tutte le pro-
prieta di B, una proprieta posseduta sia da A sia da B non ha necessariamente valori uguali nei
due casi. Si pone la £(A /B /C)={1"essere A una specificazione di B di cui C} dove “ [c puo esse-
re assente causando cosi I’assenza di “di cui C”.

2.1.1 Proposizioni e deduzioni.

Intendendo che 2 P, e P sono tre proposizioni, si pongono le

J/\=AND=congiunzione .V.=OR={disgiunzione inclusiva} .V.=XOR={disgiunzione esclusiva}
{Pt={ P& verar — Pr=\ P ¢ falsar f(P)=) P& respinta come se fosse falsa ¢

V(T)E{ P & accettata come se fosse vera ¢ n(’P}z{ —|f(’_P>n/\n—|v(T)}

{Pr—>Pp}={PsePar}={Ps ¢ deducibile da Pr} {Prc>Ps}={{Pr—>Ps}/\{Ps—>Pa}}
{TAjTB}E{TBifPA}E{% Pa }=>% Py %} {TAQ’PE}EH Pa }<=>< Py }}E{TAETB}

PPy Pr)={un insieme di proposizioni dal quale ¢ deducibile Ps, essendo tali proposizioni
tutte vere tranne P, che puo essere vera o falsa}
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{Pa | Poy={Pa | 1 Ps r}={la proposizione ottenibile sottoponendo P, alla condizione Ps ¢ a

ogni condizione deducibile da 75} {?| {PuAP} i={{P| P} | Ps)

Si pone la —=P={A | A P TF} da cui si deducono le —P=P — Pt={ —P¢ {APA=—P} O { PA=Ps}.
I significato letterale di .V. (ossia di OR in inglese e di O in italiano) e ’evidente falsita di
{Pa/\—Ps}/\ { Ps/\—=P4} sono sufficienti a definire univocamente il significato di .V. per mezzo della
{ PaNPg}={ Pa/\e—Ps} Vo { Ps/\s—Pa}. La V. ha (come anche la /\.) le proprietda commutativa e asso-
ciativa, e percio se ne hanno le rispettive {PaVoP}={PsV.Ps} € {PrVePe NV P}={{Pr.V. Ps}V.P}. La
Mo ha la {PaVe Pl ={PaVPaV. { Pa/\sPs} }, € € sia commutativa sia associativa per cui se ne hanno le
rispettive {PacVePs}={Ps.VePsr} € {PacVePpNoPy={{Ps-V-Ps}.V.P}. La /\. € distributiva rispetto a .V. e
viceversa, ¢ percio si ha la A.0.{B.L L.C}={A.0.B} l.{A.0.C} di cui la {c0.,L L}={{/,Vo}Ve{Ve,/\]} }.
La A\ ¢ distributiva rispetto a .. per cui si ha la A\ {B.V.C}={A/\]B}.V. {A/\.C}.

Si pongono la A={,.V.;} (per cui si ha la {A/A\B}={A,B}={A;B}), ¢ le

{da P, segue Ps}={P, porta Ps}={P, mostra Ps}={Px da luogo a Ps}={P, implica Ps}=

{Ps € dovuta a Pr}={P;s ¢ ottenibile da Pr}={P,—>Ps} {Pa dicui Ps}={Pr dove Ps}={Pa | Ps}
{da: Aj; Az;...; As; segue BosO1-B1:02:Ba. . .o0ieBio O+ 1:Bit1 - . oDt Bii } =

{Alj{BOnDlnBl } ;AZj{B]nDZnB2} See- ;A;j{thD;uB;} }

dove: ognuno dei {.0i,.05.,...,.0++} € un simbolo relazionale, quale per esempio uno dei {=#,=,
#—,49,9,<>}; {:Oi1:Bi1....0i4:Bi} puo essere assente e se ¢ presente la validita della sua pre-
senza ¢ ritenuta evidente; e ognuno dei {A,A»,...,A;} € sostituito dal simbolo p quando ¢ ritenuta
evidente la validita del corrispondente tra i {{Bo-0:1:B1},{Bi:02:B2},...,{Bi-1:0:-Bi} } .

Il quantificatore universale V e il quantificatore esistenziale 3 sono definiti dalle V={per ogni} e
J={esiste almeno un}. E sottintesa la L 1.{P}={. L.P}={.L1.{P}} di cui la [ .={V.V.3}.
Conformemente a quanto in [1] si ha la

{Pr—3Pa} > { PP} > {3 Pat & sufficiente per { Pyt 1> { Po; VP I {~Pa>—Pa} >

{3 Pst & necessaria per 3 Pat} <> {Pa={Ps | Ps} } > {FP(PsPa) } TP Pr—Ps) (D
dicui le

{4 Pat & sufficiente per{ Py F}E{{ Pat o[ 13 TAF}

{4 Pst & necessaria per{ Pa }}E{% Pat s010 ./ 13 P }} ./ i={se.V.quando}.

La (1) porta {Pas>P} > {—Pa>— P} T {P(PsPa), P(PA|Ps)}. In base alla (1), una Px— Py af-
ferma una relazione di causa-effetto nel senso che { 2, ¢ ¢ una causa sufficiente dell’effetto { Py r.
Si hanno la {PA>PoPs} > {Pr>Ps} e le

HPANPa} 2Py Pa { Po2 P} | (2)
{PA2Po} O{PaA2{ Pa/\ Po} L O { Pa2 { Pa/\] Ps} | (3)
PA{ {H{PAN\Po} D PL O {Pao P} 4)
(Pa| Poy={{Pa] Po} | 25} ()

La (4) consente di affermarne il secondo membro in quanto la P, ¢ stata affermata vera o ¢ sot-
tintesa tale.

Le (5) e ZE(TA| Ps /:PA/(I)> portano le {:PA| Ps}oPs € —|ng—|{’PA| Ps}. Da cio segue sia la
{{Pa | Ps}/\{ Ps—>Ps} } >Pa sia che la 1P| Pat implica il sottintendere la 1 Pyt

La {P,>Ps}={Pr=Ps} porta che I’ultimo membro della (3) pud essere scritto Px={Px/\-Ps}. Da
cio segue la

{Pr2Ps; 2 { {H{ P\ P} 2P} {PA2 P} (6)
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Da: p; (1); segue

P (PA>Put e {Pa={Pn| Pu}) (7)
Da: D; E(?/TA /(7)); segue

(PP} > Pa> {P={P| P} ) (8)
Da: (1); (3); Z£{(Pa/\Ps /fPB /(1)); segue

(P={Pa] o)} O (PP} © (Pa (PN o}y (Pa={Pu | AN} ) 9)

Le P,—>Ps ¢ P, P portano, in base alla (3), le rispettive Pa={Pr/\ P} € Pa={Ps/\P}, e quindi
la {Pa/\]Ps}={Ps/\-P}. Questa e la P— Zportano la {Pr/\.Ps}—> 7 Questa e la /E(T/ P /(2)} por-
tano la Pa—>{Ps—7}. Percio si ha la {P\o>Ps, PaoP, P> P} > {Pr=>{Ps—>7}}. Questa ¢ la
F({ Pam> Po, PA> P, P—> P, Pa, A Po> 2} [ Pa,Po, P [(2)) portano la

{PA>Po, PA>P,P—> BPA} > { Po> 7} (10)
La (1) (ovvero la {—~Ps—>—Pr} <>TP(PsP,) presente in essa) consente il seguente procedimento,
che formalizza la nota “demonstratio per absurdum”, per stabilire una {?¢. Si stabilisce una
IP(A—P) tale che ne sia evidente la {-Af. Le 3 P(A—P) e E(—P,A / Pa, P /(1)) portano la
—A—>P. Questae lai—Ar portano la 1Pt

Un’ipotesi € una proposizione che non puo essere stabilita né vera né falsa: sia una proposizione
sia un’ipotesi possono essere vera o falsa, ma mentre di una proposizione pud o non essere noto
se ¢ vera o falsa, invece di un’ipotesi (finché ¢ tale) non ¢ mai noto se ¢ vera o falsa.

2.1.2 Altre convenzioni simboliche.

Si pongono le $(a,b,...,c)=Sab,.. =Sab...c $'b=Sb =($(b))* IPM={il primo membro della}.

Una {i=A,B}, i cui {A,B} sono due interi di cui la A<B, ¢ la successione dei B—A+1 interi che cre-
sce ordinatamente da A a B; e quindi si ha la {i=A,B}={A,A+1,...,B}. Conformemente a ci0 si
pongono le

U=AB}={i=A,B} {5iii=A,B}={5;;j=A.B}={$a,5a+1,....$8} =3 {$i;i=4,8| B<4}

{sisiisi=A,BY={ {sii=A,i—=1}, {sai=i+1,B}} {Kii=A,B}={s5ii=AB | s=Kii=A,B} 0(5)={0si=1.5}

La {si;i=A,B}={$a,a+1,...,$8} € generalizzata, intendendo la i={i,;n=n,8}, dalla
{$310=An,Bajlat1=Ant1,Bar1;. . .s1a=An,Ba} ={{... {{$i;1s=An,Bn} lst1=An+1,Bat1 };. .. } ;1s=An,Ba} (1)
Si pongono le

Clisti($at)= {Sa-O:Sagit1)e0e. - . 0Sadi) § =§0Ge0e {$bG+1)e0 { - - -0 {10656 § - - - § =il {imieni(Seiy)} (2)
Dot i(Sa)= ik (Sa) 0 ot 4(5a0)=i54(50) Uicia(9)={Dioial5a0) | {5=ssi=id} ) 3)
dove: {[L.O.}={{Z,+}VAIL: } Vo { A A NVAV, NV} VA{V, V0 }; la disposizione e la numerosita
delle parentesi nel terzo membro della (2) ¢ modificabile arbitrariamente a meno dell’ugua-
glianza tra le numerosita delle destre e sinistre; {ai;i=1,#} {bi;i=t,4} e {ci;i=1,#} sono rispettiva-
mente una qualsiasi tra le (3—1+1)! permutazioni dei {i=i#}; {aj;j=};3} ¢ una qualsiasi tra le
(3—1)! permutazioni dei {i;i£i;i=1,}.

Un &(a,b) ¢ il simbolo di Kronecker definito dalle {Q.=0;Va#b} {da=1;Va=b}. Inerentemente
una Xi-, 5(si) si ha, essendo j uno dei {i=A,B}, la

Ziza p($1)=Zi=a p($1)+Zi=r 6(Oji- i) —Zizan(ji-§i)=Ziza.((1-0ji)-$i)+s; 4)
Un |G| ¢il valore assoluto della grandezza G, ¢ definito dalle

{\G\EG;VGZO} {\G\E—G;VG<O} (%)
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e se ne pone la W(G)=G/ | G | = ‘ G ‘ /G.

Un’approssimazione di una grandezza A con una grandezza B ¢ indicata A=B, ¢ definita dalla
{A=B}={A=B+€ | v(e=0)}, ed ¢ migliore quanto ¢ minore |€|.

Si pongono: la B{N,K)=N!/((N-K)!-K!) per cui bxk (che ha il nome di coefficiente binomiale) ¢ il
numero di combinazioni (senza ripetizione come si sottintende nel seguito) di classe K di N og-
getti; e la B(N)=Xi-1 n(B(N,k)).

Un n{c,b,a) ¢ il a-esimo elemento della b-esima combinazione di classe ¢ dei {n=1,N}, avendone
quindi le ce {n=1,N} be {b=1,6(N,c)} ¢ ac {a=1,c}. L’ordinamento successivo dei {ncpa;a=1,c} ¢
coerente con quello dei {n=1,N}.

Per i {n=1,N} si hanno le

N{N,c)=B(N—1,c—1) N(N,c)=b{N—c+1,1)=N—c+1 (6)
dove: Nx¢ € il numero di combinazioni di classe ¢ dei {n=1,N} nelle quali compare uno stesso e-
lemento; axc € il numero di combinazioni di classe ¢ dei {n=1,N} nelle quali compare una stessa
combinazione {n{c—1,b,a);a=1,c—1}.

Da: definizione di Nc; prima delle (6); segue Zb-1 sine)(Za=1 o(Gaieba)) =N e 2t N(Gn)=Bn-1,.c-1-Zn=1 N(Gn).-
Si hanno le

{{-15Gu=1 } AA{Gr2Grn} ;=1 N} >

{Ze=1n((= 1) Zo=1 s0n.e)Ta=1.o( Gae.ba))) 2 Ee=1n((—1) 7 b=t snc)(Ta1.o Gae.b.a))) } (7
{{0<GuI;in=1 N} AA{{Gn;n=1 N=1}={Gp;n=1,N} } } >
{Zemtn((—= D) Zomt ooy Tam1.e(Gateba))) 2 { Ze=1.4((— 1) Zomtsive) (a1, Guerba))) (®)

2.2 Nozioni di insiemistica.

Un insieme puo essere definito come una successione di elementi (per esempio {1,2,3} indica
I’insieme i cui elementi sono i tre numeri 1 2 ¢ 3) oppure come un {s/P} in quanto questo ¢
I’insieme di ogni diversa modalita di esistere che ha s quando ¢ sottoposto alla condizione 2.

La numerosita di un insieme A, cio¢ il numero degli elementi che costituiscono A, ¢ indicata
o(A) (avendo quindi la 9i(J)=0). Un insieme ¢ finito o infinito rispettivamente quando la sua
numerosita non ¢ o ¢ illimitatamente grande.

Una A=B, i cui A ¢ B sono due insiemi, afferma che ogni elemento di A ¢ anche un elemento di B
e viceversa (e percio se ne ha la {A=B}— {91,=9¢(B)}). Ci0 ¢ conforme a quanto in sez. 2.1, giac-
ché si considera che la proprieta principale di un insieme ¢ i suoi elementi e quindi che la cono-
scenza di un insieme ¢ quella dei suoi elementi.

Una seA afferma che s ¢ elemento dell’insieme A; e percio afferma che s ¢ il generico elemento di A,
se tra gli elementi di A non ¢ distinguibile da altri alcun 5. Una s A nega la seA: {sgA}=—{sc€A}.
Si pone la A={si;i=1,#}. Questa definisce A come un insieme il cui i-esimo elemento ¢ s; e di cui
la 9yy=%—1+1. Per un tale A valgono la sie A in ogni caso e la {seA}=Vi=ii(s=si) solo quando in A
non ¢ distinguibile alcun s.

I min{Aa) e max(A) sono i numeri minimo e massimo tra tutti quelli espressi dagli elementi di A.
Si pongono le

Z(A=Zinii(s) M(A=TTisii(s1) M(AY=Za/9t A (A=Zicii((5i—Ma)’) VI(A)=d"s/ot (1)
dalle quali segue V’x=m{(si—M,)’;i=i3).

Da: quarta delle (1); (atb)’=a’+2-a-b+b’ (intendendo la +={+.V.—}) e prima delle (1); terza delle (1);
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segue 0"x=ii((5-Ma)’)=Zinii(5:)-2 My Zubota My =iii(5:")-9tem,” e quindi My =(Ziii(s’)~d’a)/ot.
Da: quarta terza e prima delle (1); si=Xii:(0i$i); segue

d*(A)=Ziiil (51 Zimii(57/90)) ") =Zicidl (it Bir—1/902)51)°) 2
Si pongono le A={Ap;h=hk} B={Bck=kk} h={h=hhk} k={k=k Xk}, e la {A=B}={Ar=Brnuch=hk}.
Una A#B nega la A=B: {A#B}=—{A=B}.

Una corrispondenza univoca tra A e B, € un insieme di 9A) coppie indicato A=>B e definito da una
{A=B}={a=>b}={An=>Bxn);h=hh}={AnBun;h=h.}k} 3)
di cui le 94,>9¢(B) a€A beB {An=>Byny}={An,Bin)} {I{ku=k | kek};h=hh} {3 {k=/<| ke k}k=k k}
k={ki;h=h}. Dunque una A=B fa corrispondere a ogni elemento di A un solo elemento di B.

Il limite di A per B che tende a ¢ (indicandosi un tale tendere con la B—C ) € [’oggetto cui si avvi-
cina sempre piu A quando B si avvicina sempre piu a ¢, ¢ indicato lims_,(A), ¢ ¢ definito in quanto
¢ inerente una B=A che fa corrispondere un solo A a ogni B.

Una corrispondenza biunivoca tra A e B, ¢ un insieme di 91, coppie indicato A<>B e definito da una
{A=B={a=b}={An=Bin;h=hk}={AnBin;h=hk} 4)
di cui le 94,=9, a€A beB {AnBuny}={AnBxn} {kn;h=hk}=k. Dunque una A<B fa corrisponde-
re a ogni elemento di A un solo elemento di B e viceversa.

I B&<A e B<>A sono i1 due insiemi che si ottengono dai rispettivi A=B e A<>B scambiando la posi-
zione tra gli elementi di ogni coppia. Si hanno le

{A=B)={A=B | {A=B}={A<=B}} {ASB} > {BA} (%)
Un insieme ¢ detto numerabile o non (ovvero piu che numerabile) rispettivamente quando esiste
0 non una corrispondenza biunivoca tra esso e un insieme di numeri naturali.

L’addizione di A e B ¢ I’insieme indicato A+B (o {A,B}) e costituito da tutti gli elementi di A e tut-
ti gli elementi di B. L’intersezione di A e B ¢ I’insieme indicato AMB e costituito da ogni elemento
che appartiene sia a A sia a B. La differenza tra A e B ¢ I’insieme indicato A—B e costituito da ogni
elemento di A che non appartiene anche a B, ossia ¢ 1’insieme che si ottiene eliminando da A ogni
elemento di AmB. L’unione di A e B ¢ I'insieme indicato AUB e costituito da ogni elemento che
appartiene almeno a uno trai A e B, ossia che appartiene a A ma non a ANB 0 a Bma non a ANB 0
a AMB. Il prodotto cartesiano di A e B ¢ I’insieme indicato A-B e costituito da ogni diversa coppia che
puo essere costituita scegliendone 1 due componenti come elementi rispettivamente appartenenti ai A
e B. Il complemento di A ¢ I’insieme indicato —A e costituito da ogni elemento che non appartie-
ne a A, percio =< ¢ I’insieme costituito da ogni elemento.

In relazione ai A e B sono conoscibili come segue i {iun;h=hk} e {inck=kk}.

La conoscenza di {iwn;h=h,k} avviene con il seguente procedimento. Si pongono le {i,:n=0;
h=h,k}. Si effettuano 9y, iterazioni indicate da k nell’ordine della loro esecuzione. L’iterazione
k-esima consiste nel cercare una seh che verifichi le {i,:»=0,A,=B«} e nel porre iw=1 se si trova
una tale {#€h | 1305=0,Ar=Bx} .

La conoscenza di {im;k=k}k} avviene (analogamente alla testé detta di {i.sn;h=h}k}) con il se-
guente procedimento. Si pongono le {i,u=0;k=k}k}. Si effettuano 91, iterazioni indicate da h
nell’ordine della loro esecuzione. L’iterazione h-esima consiste nel cercare una k€k che verifichi
le {izx=0,An=Bx} € nel porre ini=1 se si trova una tale {kek | 153k =0,An=Bx} .

Le precedenti definizioni dei A=B A+B AMB A—B AUB A-B e —A, sono precisate dalle seguenti espressioni
{A=B}={ {iu=L;h=h} Al sk=kode) }=(B=2)
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avB={ {Ah=hh}, (Bok=k e} }=B+A (©)
APB={{An| iur=1};h=h}={An /fur=1;heh}={{B | ina=1} ;k=k )} ={Bi /imu=1;kek}=Bra=A——B (7)
A—B={{An | ixn=0};h=hk}={An /i.r=0;heh}=An—B (8)
AUB={A+B}—{AMB}=BUA ©
A-B={{An,Bk},{An,Bict1},. - ., {An,Bic} , { Abt1,Bic} » { At 1,Biet 1 } - - o» {Abt1,Bie} 5. - - { AR, Bk} » { A, Bict1 } 5. . -, {AB,Bie} }  (10)
——A=A AN—A=D AU —A=A+—A A- D=0 -A=D (11)

Si pongono le

{ACB}={BOA}={A=ANB;O(A)<OUB) } = {B=AUBIO(A)<oUB)}

{ACBj={BoA}={{ACB}.V.{A=B} }={A=ANB}={B=AUB} {AZB}=—{ACB} (12)
avendo quindi la JcA. Nel caso della AcCB si dice che A ¢ un sottoinsieme proprio di B o che A ¢
contenuto propriamente in B o che A appartiene propriamente a B. Nel caso della ACB si dice che

Un AUP%=1#1 ¢ (essendo A={sii=ii} e {ipp=1p}c{i=i4}) I'insieme definito dalla A'?#='#=
A—{sipyp=1,p} € i cui elementi hanno I’ordinamento successivo conforme a quello di A; per e-
sempio si ha la A'={si;i#i;i=1,3}.

La (6) porta la

UA+B)=9(A)+9(B) (13)
Le (7) e (8) portano la 9u,=9(ANB)+9(A—B). Da: questa; BCA, in quanto implica la B=ANB e
quindi la 9u:=9(ANB); segue IPM

{9 A—B)=9UA)—9(ANB)=9A)—9UB) } ¢~ {BCA} (14)
Da: (9); {ANB}C{A+B} ¢ A({A+B}, {AnB} /B /(14)); (13); segue

OUUAUBY=01( {A+B}—{ACB} =01 A+B)— 01 ANB)=01(A)+91(B)—9( AB) (15)
La (10) porta la

9UA-B)=9(A)-9UB) (16)

L’addizione I’intersezione e I’unione di insiemi hanno le proprieta commutativa e associativa. Il
prodotto di insiemi ha la proprieta associativa. Percio si hanno (essendo anche C un insieme) le

A.O.B=B.0.A Aol | {B.L .C}={A.L.B}.[].C (17)
di cui le .0={+NV.NNU} L={+NVNNVoUN-}.

L’intersezione ha la proprieta distributiva rispetto all’unione, e viceversa. L’addizione ha la pro-
prieta distributiva sia rispetto all’intersezione sia rispetto all’unione. Percio si ha la

A0 {BoL LC}={A.0.B}[ . {A.00.C} (18)
di cui la {.0.,.[ 1.} ={{", U} NV {U,N} NV {+,N}VA{+,U} ).

AN{AUB}=A.

I A e B verificano la

—{A.0.B}=—A.L.—B (19)
di cui la {.O..[l}={{u,N}NV.{",U}}, e che per {.0..[l.}={U,N} e {0 L}={N,U} ¢ nota ri-
spettivamente come la prima e la seconda legge di De Morgan.

Da: seconda delle (11); £(—A /E /(19)) e prima delle (11); Bc—J; segue la prima delle

=== {AN—A}=AU—ADB —{AU—A}=D (20)
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ANB=J; segue IPM
(ANB={APA}AB=ANANBY =40 (AN BB} =N {ANB} B} =4 (@B} =An D=0}

{AcA,BSBANB=J} 21)
Le A(ANCBA—C.C,—C /4BAB/(21)) € {ANCSCBA—~CS—C,CN—C=} portano la
{AnciN{BN—=C}=J (22)

Da: AcBU—B dovuta a £(B,A /é,_B /(20)>; E(—B /g /(18)>; {APB}N{AN—B}= dovuta a £(A,A,B /
A.B,C/(22)); segue

A=AN{BU—B}={ANB}U{AN =B} ={ANB}+{AN—B} (23)
Inerentemente le A={K;i=1,91(A)} e B={K;j=1,9¢B)} si hanno le
{AcB}V.{BcA} {oa)<ouB)}<>{ACB} {9KB)<oUA)}<>{BCA} (24)

ANB={K;n=1,min(ots,9)}={A-V-B} AUB={K;n=1,max(9s,9)}={A-V-B} {A-0-B=A}<>{AlB=B} (25)
di cui la {.0.,.LL}={{N,U}.V.{U,N}}.

Si considerano i #+—i+1 insiemi {A;;i=+3} di cui le A={A;;i=13} o(A)=2—1+1.

L’addizione dei A ¢ I’insieme indicato Xi-;;(Ai) e costituito da tutti gli elementi di ognuno dei A.
L’intersezione dei A ¢ ’insieme indicato Mi=i;(Ai) e costituito da ogni elemento che appartiene
congiuntamente a ognuno dei A cio¢ sia a A; sia a Ai...sia a A;. L’unione dei A ¢ I’insieme indi-
cato Ui=ii(Ai) e costituito da ogni elemento che appartiene almeno a uno dei A. Il prodotto carte-
siano dei A ¢ I’insieme indicato ITi=i;(Ai) e costituito da ogni diversa 9ta-pla che puo essere costi-
tuita scegliendone i 9ta componenti come elementi appartenenti rispettivamente ai A, seguendo
da cio la ITi=i i(Ai)- D= 1= (A =D.

Tali Zizii(Ai) Ni=is(Ai) Uisii(Ai) e Ii=ii(Ai) sono generalizzazioni dei rispettivi A+B ANB AUB € A'B, €
se ne pone la [ii;(A)={Ai0:Ai1:0.....0.A:} di cui la {{,.0.}={{Z+} NV {N,N} V{0 VATL:}
Le commutativita e associativita (affermate dalle (17)) di addizione intersezione e unione di in-
siemi, portano la Aagye0-{Aag+1)s0-{. . .c0c{Aai-1ye0:Aai) } - - - } }=Abg)e0e { Abi+1)e0e { - . .s0a { Ab-1)0-Abg) }
...}} dicuile .o={+V.N\VU} {a;i=t3}={bi;i=t3}={i=1,}, e quindi danno luogo alla

EA, {4}V NN}V {u,ub ) /s,{D,uDu} /(2.1.2.2),(2.1.2.3)) (26)
L’associativita (affermata dalla seconda delle (17)) del prodotto di insiemi, porta la

AT} /s, {,0.} /(2. 1.2.2),2.1.2.3) | {agi=13}={bsi=13}={cii=1#}={i=14},{qj =14} ={LiFLi=14}) (27)
Le (26) e (18) portano la

CoOaLisi i Aai) =i i C-0-Awi) (28)
di cui le {.o., 1} ={{N, U}V {uN}NVA{+N}NVA+H UL {aii=ti={bii=t3}={i=1,3}.

Le (26) e (27) rendono possibile conoscere il [Ji=i;(Ai) con un procedimento iterativo quale il se-
guente. Si conosce #y per mezzo della Ao=A;. Si effettuano le #—# iterazioni indicate dal {i=13:—1}.
Nella i-esima iterazione si conosce 1’inerente #; usando la #;=A;—;.0.#i-1. Si pone i (Ai)=#Ai.

Le (26) (27) (13) e (16) portano la

o=t A1))=li=i4(9UAI)) (29)
di cui la [={ZV.IT}; e che nel caso [=I1 ¢ conforme al considerare che il i-esimo elemento, di
una 9a-pla elemento di ITi=ii(Ai), puo essere scelto in 9(Ai) modi diversi.

Inerentemente i (3—#+1)-(3—3+1) insiemi {aj;i=t#j=4}3} si hanno le
I 5(Mim(ai)) S MimiiTTi=4(44))



12/100 GIACOMO LORENZONI

—3{{s /s=5:5€ 2ac} £ {3 /52515 € Anch 1S € Auss € aves {a,b} Cli= i} € (=34} 1=
{Mi=ii(i=4(ai)=T=(Nisia(4i)) } (30)
Inerentemente la £{4n;n=1,1 /Ai;i:i,é> si hanno (con riferimento alla simbologia di analisi com-
binatoria posta in sez. 2.1.2) le

Un=1,8(An)=Da—Pa (31)
D=1 xn(@)(Dac) Dac=Zb=1,5(m.8()(Ma=1.5(c)(AnS()ba))) (32)
P =1 np(a)(Pac) Pac=Zb=1,5(a.8(c)(Ma=18(c)(An8(c)b.a)) (33)

di cui la PacD4, € le cui {Sc;c=1,NDa} € {Sc;c=1,NPa} sono rispettivamente la successione dei
numeri dispari e pari presenti tra i {n=1,a}.

Da: prima delle (32); £(Sco nom(Dac) /Zicii(Ai) /(29)); seconda delle (32); (29); segue
YD 4)=9U =1 ND()(Dae) )= Ze=1 8w (9 De) )= Ze=1 nm) (O =158, 8(0)) (Mia=1,8(c) (An(s(c).b.a)) =

Ze=1 n0(a)(Zo=1.50.8(e)( 9 Ma=1,8(e)(An(s()b.)))) (34)
Analogamente a come dalle (32) e (29) ¢ stata dedotta la (34), dalle (33) e (29) si deduce la
OPa)=Ze=1.x¢m)(Zb=1, 5. KN O Ma=1.8(e)(An(s(e) b)) (35)

Da: (31); PacDa e A(DaPa /A, /(14)); (34) € (35); segue

(Ut An) Y= DaP Y= DAY= =T 1 (= 1) Ebet st (9t Ance)) (36)
La {AnA=0;V{a,b}c{n=1,a}} porta la {Ma=1c(Ancpa)=;b=1,6{n,c);c=2,8}. Questa ¢ le
{(32),(33)} portano le Da=2n-1a(4n) P~=L che introdotte nella (31) danno luogo a IPM
{MHZI,B(AH)ZEHZI,Q(AD)}i {Aaﬁéb=@;v {a,b}g {Il= 1 ,ﬂ} } (3 7)
Una suddivisione di un insieme A ¢ un insieme B di cui le B={B4;d=1,d} A=Ug-14(Bd) {B.NBs=L;
V{a,b}c{d=1,d}}. Queste e la £(Jg-1,a(Bd) /un=1,§(4n) /(37)} portano la B=A.

Si pongono le

(A, K)=a(A)-(M(A)~K)’ D(A,B)=Eq-1.4(d*(Ba)) DX(A,B)=Z-1.4(c(Bs,M(A))) (38)
Si pongono le x={xn;n=1,a} e x={x |a=1}. Da: p; (atb)’=a’+2-a-b+b>, quarta delle (1), prima
delle (38); Znet a(Xn—M(x))=Z(x)—a-M,=0 (conforme alla m,=a"'-%); segue

Zne 1w (X0—K)?) == 1 a (Xn—M(E)-+HM—K)*)=A O+ (X K)+2- (MK Znet w(Xn—Mi)=d*(X)+E(x.K) (39)
Si stabilisce una {nng;k=14%n;h=18}={n=1,8}. Questa porta che il X (di cui le X={Xn;h=1,}
Xh={Xnhx:k=14%n}) ¢ una suddivisione di x e quindi la £(x,X /A,B /B=A) che da luogo alla X=x.
Da: b; X=x; segue My=# -Z(x)=# ot skt ety (Xncho))=# -~ Zhot w(Z(Xn)) =8-St s(ken-M(X)).
Da: p; X=x; £(Xn,Mx /5,1«; /(39)); seconda e terza delle (38); segue

A*(X)=Z et (Xn—Mx)*)=Zh=t Skt sy (Xt oy~ M) )=t n( X))+ St (€KX, M) =
D*(x, X)+D*(x,X) (40)

2.3 Nozioni di algebra lineare.

I simboli {=,+,—,-} della consueta notazione matriciale sono sostituiti dai rispettivi {=,4+,—,-}. Le
parentesi [] delimitano una proposizione che definisce una matrice. Una [san;a=1,8;b=18] ¢ la
matrice che ha s, come elemento della a-esima riga e b-esima colonna.

Si pongono le A=[Amn;m=1,8;n=1,8] {m=1m}={un;m=1m} ¢ {n=1,8}={vi;n=1,8}. La A ¢ una
matrice quadrata se sa==. La A" ¢ la trasposta di A, ossia & la matrice che si ottiene da A scam-
biandone le righe con le colonne nel senso della A'=[Amm;n=18;m=11] di cui la Aram=Amn. 1l
det(a) ¢ il determinante di A, & definito se A ¢ quadrata, e se ne ha la {det,=A;;Vm=1}.Laa™' &
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la matrice inversa di A ¢ esiste se det,#0. La Amn € la matrice di #8—1 righe e a—1 colonne che si
ottiene eliminando da A la riga m-esima e la colonna n-esima. Il A¢A) ¢ il rango di A e ¢ definito
dalla A,=max(p /det(AMm),V(n);m:l,p;nzl,p)#O). Il agg{Amn) ¢ I’aggiunto di Ama € ¢ definito dal-
la agg(Amn)=(—1)""-det(Amn). La A ¢ simmetrica se A'=A.

La[A']=[A"]™ (di cui in [12]) e I’essere la A simmetrica portano IPM

{[aT'=a"}={a"=A} (1)
Inerentemente le A e A™' si ha la

{Zn=1,m(4an* Anb)=0ab | A~ '=[Amn;m=1,m;n=1,m]} (2)
Il primo teorema di Laplace (di cui in [17]) porta la

{det(A)=2 -1 m(Amn-8Q9G(Amn))=2Zm=1 m(Apn-AGY(Amn));m=1 88;n=1 18} (3)

Un sistema lineare di s equazioni nelle & incognite x, ¢ indicato A-x=B essendo: A la matrice dei
coefficienti, x la colonna delle incognite, e B (di cui la B={Bm;m=1,1}) la colonna dei termini noti.

Un A-x=B ¢ compatibile se ammette almeno una soluzione x ossia se esiste almeno un x che lo
rende vero. Per un A-x=B compatibile vale la

{ det(Aum)vmy;m=1,9,;n=1,9,)7#0 b+

1 {Xvmn=1,A, = Aptm vim;m=1,8550=1, 8] {Byutmy—Znn(a) 1.l Ay viny X ; =1, } 1 “4)
la cui sommatoria ¢ considerata nulla se A,>a—1.

I det, 5, e A™' sono calcolabili con i noti metodi numerici quali quelli esposti nei [4] e [12].

2.4 Nozioni di analisi matematica.

2.4.1 Gliinsiemi di numeri reali e lo spazio euclideo multidimensionale.

I1 &' & I’insieme costituito da tutti i diversi numeri reali. I [a,b] (a,b) (a,b] e [a,b), di cui le [a,b]=
{c7a£c£b;ce$l} (a,b)={c /a<c<b;ce$l} (a,b]={c /a<c£b;ce£l} [a,b)={c /a£c<b;ce£'}, so-
no (sottintendendone la a<b) gli intervalli di &' rispettivamente chiuso, aperto, aperto a sinistra
e chiuso a destra, chiuso a sinistra e aperto a destra; e se ne hanno le [a,b]=(a,b)+{a,b}
(a,b)=[a,b]-{a,b} (a,b]=(a,b)+{b} (a,b)=(a,b]-{b} (e cosi via). Il co &€ un numero positivo illimi-
tatamente grande; per cui si ha la 9%t'=(—o0,00), e un numero x ¢ limitato o illimitato se ne vale la
‘X|¢ooola ‘x|=oo.

a=—}={(a,} {,b] | b=oo}={,b)}, ¢ le H=TToy (') B'=TTo-1([0,0)).

Lo spazio percepito dai sensi umani ¢ detto euclideo. Il concetto di spazio euclideo ¢ generaliz-
zato da quello di uno spazio euclideo a & dimensioni che si chiama 5% un punto ¢ un 5°, una ret-
ta ¢ un 5', un piano ¢ un 5°, lo spazio euclideo dell’esperienza sensoriale umana ¢ un 5°, per
&>3 un 5" non puo essere immaginato dalla mente umana.

Si pongono le {[a,

Una consueta rappresentazione cartesiana, ossia una corrispondenza biunivoca tra un insieme di
coppie di numeri reali e un insieme di punti di un piano (che ¢ detta piano cartesiano), ¢ genera-
lizzata da una R"<=5" tale che la lunghezza di un qualunque segmento rettilineo, che ha come
punti estremi i {P,,Pp} di cui le P,eS" € P,e5", € uguale alla B{a,b) di cui le a={an;n=1,8} b={by;
n=1,a} D(Q,@ET (Ent (b)) | =D(b.0) {@.pa} € (TS5} by} € (5"

Una A<B puo indurre la semplificazione del sottintenderla nell’identificare A come B e quindi
gli elementi di A come quelli di B. Pertanto un $&* ¢ identificato come un 5* ¢ gli elementi di *
sono identificati come i punti di §7, in quanto ¢ sottintesa la R*<S".

Uno spazio euclideo ;" ¢ detto multidimensionale (o pluridimensionale) nel senso della "=
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Moo o( 95 di cui la #,=R'" e il cui H, ¢ detto la n-esima dimensione di 9t*. Conformemente con
cio si pongono anche le B*=IT,-; o(F,) Z:=%"). Inoltre si pone la —*A=—ANR".

Si considera un R" di cui la R'=R". Conformemente alle £(R"R" /a,B/(2.2.8)) {ER" K"/
AB/Q2.12),EE R /a8 /2.2.7)) ER"/a/(2.2.11),2.220)) e £E R /a8/(2.2.23)) si
hanno le rispettive

ﬁﬁzﬁﬁu ﬁﬁzﬁzzﬁ_i_ ﬁﬁmﬁ (1)
La mis(R™) ¢ la misura di R” in R". Il D(R™), di cui la D(R™)=max(b(a,b) / {aeR" A {beR™}),
¢ il diametro di R”.

Un D(C,p), di cui le Dep={c /D(g,g}gp;geﬁﬁ} e C={Cn;n=1,8}, € un dominio circolare di centro C
e raggio p.

Un 3(a,b), di cui le J.p={c / {an<cn<bn;n=18};c€R"}=ITn=1 a([an,bn]) c={cn;n=1,8} € {an<bn;
n=1,a}, ¢ un intervallo chiuso (o dominio rettangolare) di punti estremi ¢ e¢ b. La mis(SJ.p), di
cui la Mis(Jgp)=ITn-1 a(bn—an), € la misura di J,p in R".

Un punto ¢ €&, per un R”, interno o esterno o di frontiera nei rispettivi casi IN{(c,p)cR" o
A{e,p)c—"R"* 0 {=Ic,p)c R} A{—TAD(c,p)=—"R"} dei quali la p>0. La frontiera di R” &
I’insieme indicato OR" e costituito da tutti i punti che sono di frontiera per R".

Un R” & chiuso o aperto rispettivamente se OR"c R” 0 R*NOR"=L. Un R" aperto &€ un campo.
Un R* & un dominio se IR"*=p"Udp" il cui " ¢ un campo. Un R* ¢ limitato o illimitato ri-
spettivamente se vale o non la 3R"3(a,b) di cui la { | an | #00# | by | ;n=1a}.

Un ¢ € un punto di accumulazione di un R*, se {I{xe {D{c,p)nR"} |§¢g};V{Q(g,p> | p>0}}. Un
punto di accumulazione ¢ detto anche non isolato (e viceversa). L’insieme di tutti i punti di ac-
cumulazione di R?, ¢ il suo insieme derivato e ¢ indicato OR".

Una decomposizione di un R* ¢ un insieme {Ra;d=1,d} di cui le R°=Ug4(Ra) €
HR—O0R SN {Rp—0Rp}=;V {a,b} c{d=1,d} }.

Inerentemente un K" limitato, si considera: un intervallo chiuso J di cui la Io>R?*; una decom-
posizione di J che si chiama B e ¢ detta coordinata in quanto ogni suo elemento ¢ un intervallo
chiuso; le {Fruja=1,8}={I /INR"AD;Teb} {Tpib=1b}={3 /IcR"Teb}; la Bp=max(D(Z)/
Jeb) la cui By ¢ la norma di B; le Misg(R")=liMpp)-o(Tazt(MiS(Tea))) € MisKR™)=
liMam)—0(Zb=1,6(Mis(Iiv))) le cui misg(R") e Mis(R")} sono le misure esterna e interna di R*. Un
R" ¢ misurabile se ne vale la mis(R™)=misg(R") per cui se ne ha la mis(R™=mis(R") con la
mis(R") che ¢ la misura di R*.

Si hanno la Mis(R™=max(Mis(R* Iup) /VSIus) per cui anche un R” illimitato puo essere mi-
surabile con misura limitata o illimitata, e la

{Mis(R")=0} I (R SRR R 1<k<n} (2)
la cui R*=R"™ ¢ intesa a prescindere dal noto paradosso per cui un insieme infinito puo essere
posto in corrispondenza biunivoca con un suo sottoinsieme proprio.

2.4.2 Le funzioni analitiche.

Un $(G) ¢ I'insieme dei valori che possono essere assunti dalla grandezza G, avendone le s
R' e {GeR'}>{GeRs}. Una tale G ¢ specificamente una costante o una variabile, rispettiva-
mente se il suo g € costituito da un unico numero o da molteplici numeri. L’essere una G un e-
lemento di un certo insieme, implica in ogni caso anche I’essere un elemento dell’intersezione di
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tale insieme e il $s. Una proprieta di una G vale nell’intero 3t a meno di diversa indicazione
specifica. Una variabile G ¢ chiamata occasionalmente parametro analitico quando ¢ considerata
come una costante di valore uguale a uno di quelli che ne costituiscono il K.

A un insieme di grandezze G (di cui la G={Ga;a=1,&}) € associato il R(G) (di cui la Rec=R*) co-
me D’insieme di ogni a-pla di valori che pud essere assunta dalle G, avendone le
BT [RR [2.4.1.1)) ¢

{GeR o {GeRs} < Na1 o(Gae T(Ga)) (1)

la cui GeR*® consiste nel considerare tutte le G in uno stesso R*.

Una G ¢ indipendente dalle G e si indica cio con la i{G/G), se nessuna &-pla di valori delle G pone alcun
vincolo ai valori di G. Una G ¢ una costante rispetto le variabili G, quando se ne ha 1a {G|G) e se ne con-
sidera un solo valore. Delle G sono tra loro indipendenti (dicendo equivalentemente anche che sono in-
dipendenti) e si indica cio con la [(G), se ogni G, ¢ indipendente dalle rispettive G*: Te={(G./G");a=1,a}.
Sono sottintese: prive di significato sia una s di cui la 9(G)=1 sia una {i{G|G) | GeG}; le
(Gl v 16,6} } e {6l vay={i(ala) v {6 | o).

Si hanno le {{G|G);VouRa)=1} {llo;V {o(R(Ga))=1;a=1,8}} e, intendendo la {a,;p=1p}c{a=1a}, le
TG am1 (T Ga))= T HG) > {T(G)=TTa=1 o(F(Ga)) } (G116 ) {T(G)=T(G1)- TG )}
{GeR(@)} =2 (6" em(c V) 2
La G'e®*" (dovuta all’ultima delle (2) ¢ a GeR®) e la £(Gae Ro@,G e R /PP [(2.1.1.7))
portano IPM { {Ga€ R} > {G'eR* "} 1« {GeR*}. Da: questa, {GeR*}, e F(GacRoa),G e R
Pa, Py /(2.1.1.3)); E(G* G [(1)); segue 1PM

{{Ga€Ro@} 2 {{GaeRow} NG €A™} 12 { {Gae Row} NG € UG} } } = {Ge T 3)
Un f(x) ¢ il nome di una funzione analitica delle variabili x cio¢ di un’espressione matematica do-
ve sono presenti tali variabili e dove ogni altra grandezza ¢ una costante rispetto a esse. Una f(X)
ha come principale la proprieta numero (avendo percio f(x) anche I’identita di grandezza) i cui va-
lori possono essere calcolati come risultato delle operazioni da essa indicate. Il $#(x) ¢ I’insieme di
definizione di f(x) nel senso che il ruolo di x in f(x) puo essere assunto solo da un elemento di iy,
e in conformita a cio ¢ sottinteso che ogni proprieta di una f(x) vale per ogni elemento di Jtx. Una
f(x) ¢ monodroma o polidroma rispettivamente se, per ogni #-pla di valori che vi assumono le x,
esprime un solo valore o piu valori. Ogni f(x) ¢ sottintesa monodroma. Una y=f(x) definisce y
come la grandezza espressa dal valore di f(x), e percio si dice che la y ¢ una funzione delle x. In
relazione a una f(x) si sottintende: le f=f(x) e f*(x)=(f(x))’, € che una f(x) (di cui la x={xn;n=1,8})
¢ la f(x) dove ognuna delle x ¢ sostituita dalla rispettiva delle x. In relazione a una grandezza f ¢
sottintesa una f=f(x) quando I’inerente f(x) ¢ definita da precedenti posizioni dell’attuale conte-
sto. Conformemente a quanto testé ¢ sottintesa anche la {fa=fs} <> {fa(X)=fs(X)}.

Anche f esprime lo stesso valore numerico di f(x). Tuttavia, mentre per il J&(f) si hanno le
{x,/} e{Rx=>Rs} xeRs feRs /=f(x), invece per I'insieme Fx) (costituito da ogni f(X) otteni-
bile specificandone il x con un diverso elemento di $y) si ha la Ry<>Fj () il cui generico elemen-
to ¢ una coppia costituita da un x (di cui la xe Rx) e I’inerente espressione f(x).

Una y=f(x) (di cui le y={ymym=1,m,} f(X)={fm(X);m=1,8}) formula una R,=R(y) di cui le
{Ri=mR(W) ={x,y fy: f(x):xeRy} e £y, Ry /g,ﬁg /ﬁggﬁ&), e ci0 ¢ indicato con la

{y={(x)} 2{Tx)=>T(Y)} 4)

Per ogni (1) di cui la xcx, puo essere stabilita una f(1)=f(x) la cui f(x) ¢ arbitraria a meno del
dovere verificare tale uguaglianza. Da cio segue in particolare che, nel caso di una i{y/x), ¢ pos-



16/100 GIACOMO LORENZONI

sibile porre una y=£(x) la cui f(x) ¢ tale che assume lo stesso valore y in corrispondenza di ogni
a-pla di valori che possono essere assunti dalle x. Conformemente con ci0 si hanno le

iy = {y=f )=y +F() | F)=0} {y={fw | 1ex}} = y=/ )=F+F(x) | F(x)=0} (5)
e si intende che un’espressione di una grandezza ¢ una funzione analitica di certe variabili se vi
¢ considerata tale ogni grandezza presente nella detta espressione.

Si pone la x={xa;n=1,8}. In relazione ai limiti di una f(x) (¢ coerentemente con quanto in
sez. 2.2 riguardo un lims_(A)), si pone la f(oo)=limy.(f(£x)) e si hanno le
{lims(f(x))=f1} {3 {o: | {D(x,0)>03} > L(x,6)};Ve}

Hime . (f0)=fi} & (3 {oe | (Pxx)<0:} 2 0(x.8)};Ve)

i (f())=f1} {3 {ou| (x>0} o£(x,6)};Ve}

Himuos (/)= 2{3{0: | {x<os} L(x,6)};Ve} (6)
di cui le {fi,L05,e) ={1L, | f(s)—L | <€} V{0, f(5)>e} V. {00, f(5)<—} } €50 |L |00, e I’essere x
un punto non isolato di Hx.

Inoltre si hanno, intendendo le {m,;n=1,8}={n=1,8} ¢ A={An;n=1,8}, le

)= My ( (%, 0) =My liMsn@y e - NiMxiamyxmmy(F(X1).- - ))} (7)
lim2(f (X D)=lMa-som (f(x+A.D))

dove {t=J}.V.{t#J}, la cui seconda ¢ ottenibile introducendo la x=x+A nel suo primo membro,
e dalle quali segue la

()= {limasote (£ (x+A,E)=liMacr(y»o(liMacrz ol .. iMamy o fx+AD). ..))} (®)
Si pone la L=limy_,.( | f(x)/g(x) | ) di cui la { F1 #00} NV {x=t00}. Una f(x) ¢ un infinitesimo o un
infinito per x—x, nei rispettivi casi limx-(f(x))=0 e limy_(f(x))=tw. Se le f(x) ¢ g(x) sono
ambedue un infinitesimo per x—x; la f(X) €, per x—x e rispetto a g(x), un infinitesimo di ordine
superiore o uguale o inferiore, rispettivamente nei tre casi L=0 o O<L<w o L=c. Se le f(x) e g(x)
sono ambedue un infinito per x—x; la f(X) €, per x—x e rispetto a g(x), un infinito di ordine in-
feriore o uguale o superiore, rispettivamente nei tre casi L=0 o 0<L<o o L=oo.

Le f(x)eC"(x) e f(x)eC"(Ry) (di cui la Ry Ry) affermano rispettivamente che f(x) & continua in x
e Ry, avendo a questo riguardo la {f(x)e C’(x)} > {limxn(f(X)=f@)#t0}, ¢ la {f(x)eC'(Ry)}
{f(x)eC"(x);Vx} dove x ¢ un punto di accumulazione di Ry. Inoltre in particolare si ha la

{f(x)€C"(x)} & {limyn(F(x))=limMasso( f(x+A))=f (x)#Eo0} (€))
di cui la {limy(f(X))=L} <> {limy~(f(X))=limyo+(f(x))=L} dove le x—>x e x—>x" designano
rispettivamente il limite a sinistra (cio€ per x<x) e a destra (cio¢ per x>x).

Un punto x ¢ singolare per una f(x) nei seguenti due casi: xe {#tx"0%} e la f(x) non ¢ continua
in x; xe {0Rx—NR«}. In entrambi questi casi lo scopo di eliminare la singolarita della f(x) puo es-
sere perseguito utilizzando la

iy (F(0) | £00) = L=l F(x))} (10)
e la continuita affermata dal suo secondo membro.

Si pone la @>0 per cui si ha la o=int(m)+frz(wm) i cui int(w) ¢ frz(w) sono rispettivamente la par-
te intera e frazionaria di @.

Da: limyo(X)=limMxseo(X); liMa_se(fi)=limyx(int(x)) dovuta all’essere fi un intero; segue
liMx—0(X)- liMio0()=lMx 5 o0(X ) liMao0(R)=lMx 00X )-lIMy oo (Nt )=limy oo (iNt(x)/x) (11)
La terza delle (6) afferma che la limy—«(f(x))=L ¢ valida se per ogni € esiste un o, tale che si ha
la | f(x)-L | <g per ogni X di cui la x>c.. Il riferire cio alle f(x)=int(x)/x e L=1 (per cui la
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‘ f(xX)-L | <g diviene la | int(x)/x —1 ‘ <g), la | int(x)/x—1 ‘ = | frz(x)/x ‘ dovuta a &E(x / (0] /
w=int(w)+frz(m)), ¢ la frz(x)<1, portano la limy_«(int(x)/x)=1. Questa e la (11) portano la

lIMx—50(X)-liMz—e()=1 (12)
1 cui X e fi sono un reale e un intero.

2.4.3 L’indipendenza tra variabili.

Si pone la R(A,B)E{%Aeﬁlx | RacR(A) F=><Beﬁg|$gc£(B>F}. Conformemente al significato
della i{G|G) detto in sez. 2.4.2, si ha la

ity X)=—3R(x,y) (1)
Dalla (1) si deducono le
ity x)e>—3 {y=F()} Kyoiy {x | xex}) )

la cui f(x) ¢ una funzione monodroma o polidroma e diversa da quella banale che fa corrispon-
dere a ogni x tutti gli elementi di (y). La prima delle (2) porta la i{yx)<>I(x]y).

Da: £(I(x) /DDDQ /sez.2.4.2>; ne {n=1a}; £Xn,x" /y,g /prirna delle (2)); segue

Kx)={i(xnx");n=1,8} I {—i(xax ")} 03 {xa=f(x")} 3)
Da: fypel(xty) e AWy OKxly) /22,75 [2.1.1.3)); (x.y /x /(3)); segue Kyixyeo iy} Ay o Ty
Da: i primi due membri della (3), e la £(xn,x" /y,g / seconda delle (2)); segue

e {itxal x| xe X"} in=1,m} o {1(0); Vic xho-3 1o [ xe x} (4)
Si considerano le a={0a.;a=1,a} e f={Pa;a=1,a} che verificano la 3{a | R{a",B"), R(0ta,Pay,Aa} di cui la
A={o"eR(0") | BTG}, Cio e la ARG B, RO 0a), R{0ta,Ba), A0, RB" o) /Pam> Po, Pr> P,
P— 2P, Ps—> 7} [(2.1.1.10)), portano la R(a,0ta)—=>R(B*,Ba).

Da: 2(a,00,0" /%0 X" /(3)); A(aa0" [y, /(1)) R0 o) RB"BuY; 2 (BaB [y.x [(1)); #(B,B,B" /
XXX [3));  segue @)y {—iualu)} > {IR(@",0a)} 2{TR(B" Ba) } 23 {—Balf") 2B
Questa e la £([(B),[{a) / :PA,TB7(_2. 1.1.1)) portano la

I(B)=>a ()
Si considerano le o={asa=1,8} e f={Bua=1l,a} di cui le EapB/wB/(5) e £B.a/wp/(5)).
Queste portano le rispettive 1{(8)—[(a) e [{a)—=T1(B), e quindi la

Kayel(p) (6)
Si pongono le y={yp;b=1,b} € yo={yv;b=1,b}. Cio porta la £(y,yo / o.p / (6)) che da luogo alla
ey )

Si pongono le I={Z(ya);d=1,8} Lo={Z(yoa);d=1,8} {ye={Va;b=1ba},Yoe={yar’;b=1ba};d=1,é}.
Cio porta la £(Tq,T /g,ﬁ /(5)) che da luogo alla

KD)=[Kro) (8)
Si pongono le I'x={2(yxd);d=1,8} yxi={Kdb-yan;b=1,b4} dove ogni Kpq ¢ una costante di cui la 0<
Kdb= | Kb | #00. Ci0 porta la &(T,Ik /g,ﬁ /(6)) che da luogo alla

KDk )
Si considerano le E={Ec;c=1,e} e={ec;c=1,e} n={nc;c=1,e} di cui le E=g+n e Iy={I(ncjec);c=1,€;
c=l.e}. Da: E=g+1); A(e,ectee™n’ /xXnX" [(3)): Toni A(EEet’ /X x0x" [(3)); segue —(E)e>
—(etn) 3 {ec=f ac(€4N°)MNc} > T {ec=1rc(€") } «2—l(g). Percio si ha la Jen— {—lc—>—l:}. Questa
e la &(-l,—l: /Px,Ps /(2.1.1.1)) portano la I—{l:>0:}. Questa e la ATl 0k Pa,Po, P/
(2.1.1.2)) portano la
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{Ien/\(e) } = I(E) (10)
Si considerano le variabili y di cui le y={ym;m=1,m} y=y(X)={ym(x);m=1,1}. Una y(x)"= ym(x)
consiste in una ym(x)=em(y(x)") che, introducendovi la y=y(x), diviene una y,=¢.(y"). Da: cio;
A YmY" [%Xn0,X" [(3)); segue

Hy®)" 2 ym(x)} 23 {ym=0n(y")} ©—y) (11)
Conformemente alle (1) e (3) si ha la
~3{Flym | YX) =m0 Flym) } ) (12)

di cui la yn={{ymm=1,m—1},ym,{ ym;m=m+1,8}} con le y,," che sono sm—1 costanti arbitrarie a
meno della y," e R{y™); e il cui ok € I’insieme di ogni vincolo posto sulle x contestualmente ¢ ul-
teriormente alle y=y(x), € che percio se vale la Tx puo essere trascurato nel senso della Tx— {&=}.

Si considerano le variabili y di cui le y={ym;m=1,m} e

Y=Y(X)={Zn=1 a(Amn-Xn);m=1 8} (13)
per cui se ne ha la £(y /y /(11),(12)).

Si pongono le A={An;n=1,8} € Ax=Zm=1,m(Amn). Da: (13); segue Zm=1 m(Ym)=2m=1,8(Zn=1,8(Amn-Xn))=
Zn:],g(Zmzl,ﬁg()\;mn)'Xn):anl,g(An'Xn) Che (apphcando la (2. 1 2.4)) porta la Ym:anl’g(An'Xn)"F
Em=1,m((@mm—1)-Ym). Da: questa; p; £(Y,Ym,y" /&,Xn,ﬁn / (3)); segue

{8=0a} 2 {Ym=ym(Y")=Zm=1 s (Bmm—1)-Ym) } 2T Y m=tym(y") } <2 -Y) (14)
1 cui ultimi due membri sono coerenti con la &Yy /y /(12)) nel senso della Z(yn | ym:z//m()_/m)/
Yim | V(X)=Vm / (12)) dove le y™ sono s—1 costanti arbitrarie a meno della y" e R(y™).

Quando non vale la A=04 che (per mezzo della (14)) consente di stabilire la —[{y), questa o 1’al-
ternativa [{y) possono essere stabilite come segue.

La (13) puo essere considerata come il sistema lineare A-X=Y definito dalle

A=[ A= smn=18+1] X={Xusn=1,8+1} Y={Yo;m=1 sm}
{Amn;m=1m;n=18}={Ann;m=1m;n=1,8} {Anar;m=18}={{0;m=1,m—1},—1,{0;m=m+1,8}}
Xan=18+1}={xX,Yn} {Ymm=1@}={{ymm=1,m—1},0,{ym;m=m+1,2}}

Ogni soluzione di un sistema lineare ¢ anche soluzione di un sistema che sia ottenuto trasfor-
mandolo per mezzo del sommare a una sua equazione un’arbitraria combinazione lineare di altre
sue equazioni. Cid porta che le soluzioni del A-X=Y sono le stesse del A-X=Y che si ottiene tra-
sformandolo con il seguente algoritmo.

Si pongono le A=s[Am;m=1m;n=18+1]=A Y={Ymm=lmm}=Y {tmm=1mm}={{m=1,m—1}m,
{m=m+1,8—1},m} e {can=1,8+1}={n=1,8+1}; si stabilisce una Tp=0 il cui T, sia grande quanto
piu ¢ possibile compatibilmente con 1’accettabilita della To=0 nel dato contesto numerico; e si
pone k=1. Si intraprende 1’esecuzione successiva dei seguenti passi:

1) Se ¢ k=#= si esegue il passo 7.

2) Si pone la P=max(A} di cui la A={ | A(tm,cn)

3) Se ¢ P<Ty si esegue il passo 7.

;m=k,m—1;n=k,ga}.

4) si pone la {r,c}={m,n | P= | A{Tm,Cn) | } e si scambiano i valori sia tra i {ri,r-} sia trai {ck,Cc}.
5) Si pone la Am=—A{rm,ck)/A(r,Ck), si sostituiscono i {A(rm,cn);m=k+1,88;n=k+1,8} con i rispet-
tivi {A{rm,Cn)+Am Atk cn);m=k+1,88;n=k+1,8}, e si immagina di sostituire i {Y{(rm);m=k+1,88}
con i rispettivi {Y{rm)+Am-Y{r);m=k+1 s} non potendo attuare effettivamente questa sostituzio-
ne giacché i Y non sono trattati come noti.

6) si incrementa k dell’unita e si ricomincia con il passo 1.
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7) si pone la {Cun;n=1,2,}={cn /] A{m,cn) | >To,k<n<a} (intendendone la #,=0 se {Cnn;n=1,2,}=
) e I’esecuzione termina.

Dopo I’esecuzione di questi passi, dalla m-esima equazione del A-X=Y ¢ deducibile la

= (XY "= et s (A, Conn) X ctmm) =YY ") | %= (Xcmmyi=1 29} } (15)
L’aspetto triangolare del A-X=Y che si ottiene con il detto algoritmo (essendone visibile tale trian-
golarita se lo si scrive nella forma [A(tm,co);m=1,8;n=1,8+1]-{X(Co);n=18+1}={Y{tm);m=111}),
mostra che le soluzioni della sua m-esima equazione (cio¢ della Y,—¥u(Xm,y")=0) sono ammesse
dall’intero stesso A-X=Y. Inoltre le soluzioni del A-X=Y sono (come detto) le stesse del A-X=Y, ¢
questo ¢ un modo diverso di scrivere la (13). Cio da luogo alla

Y= Gony ™) y= 4 | Y=} (16)
di cui la yy={{Ymm=1,m—1},Ym,{Ym;m=m+1,m}} e le cui le y,," sono sm—1 costanti arbitrarie a
meno della y," e R{y™).

Da: (15); (16); A(x.y=Y(x) [0xy=y(x) /(12)); segue
3{2=0} TR | Yorm ¥ (X ™)) B )} =TI | Y=Y ) By —ly)y — (17)
il cui &y ¢ trascurabile se vale la Ty.

La (17), la (15), e il poterne conoscere ogni {Cmun;n=1,2,} per mezzo dell’anzidetto algoritmo,
possono consentire di stabilire la [{y) o la —[y). La sa># porta sempre la 32,=0 e quindi, per la
(17), 1a =fy).

Si chiama numerico un errore che ¢ causato soltanto dall’ovvia impossibilita di rappresentare i nu-
meri con un’infinita di cifre. Nel secondo passo dell’anzidetto algoritmo, la P=max{A) puo essere so-
stituita dal porre la p={P | PeNP>To} se cid € possibile o viceversa la P=To. Tuttavia questa sostituzio-
ne generalmente comporta una minore stabilita numerica cio€¢ un maggiore errore numerico. Infatti
I’algoritmo in argomento ¢ tipicamente affetto da un errore numerico che puo essere tanto grande da
renderne falso il risultato essenziale (che € quello di stabilire vera o falsa la [y)) pure se i numeri so-
no rappresentati con un elevato numero di cifre. Questo errore assume una tale entita catastrofica,
quando ¢ causato da divisioni con divisore che non ¢ nullo solo a causa di precedenti errori numeri-
ci; e pertanto puo essere reso trascurabile con la scelta di un T, sufficientemente grande da evitare
questo tipo di divisioni, essendo a questo scopo favorevole come detto 1’uso della P=max{A).

2.4.4 Le derivate e gli integrali.

Una df(x)/dx ¢ la derivata di f(x). Si hanno: la df(x)/dx=f"(x)=f"(x), la df(x)=f'(x)-dx i cui
df(x) e dx sono rispettivamente il differenziale di f(x) e x, e la df(x)=df=dy il cui ultimo mem-
bro vale nel caso della y=f(x). La definizione di f'(x) come limite di un rapporto incrementale ¢ la

J' G=limesx((f )= () (x=x))=limao((f (x+A)-f(x))/A) (1)
Una d"f(x)/dx" ¢ la derivata n-esima (cio¢ di ordine n) di f(x). Si hanno: la d"f(x)/dx"=f"(x)=
f(x) dicui la {7 "¥={";n=1,n}, la d"f(x)=f"(x)-dx" di cui la dx"=IT, o(dx) ¢ il cui d"f(x) ¢ il dif-
ferenziale n-esimo (cio¢ di ordine n) della f(x), e la d"f(x)=d"f=d"y il cui ultimo membro vale nel
caso della y=/(x). La f™(x) ¢ definita dalla f™(x)=d(...(d(df(x)/dx)/dx)...)/dx il cui secondo mem-
bro esprime le evidenti n derivate di ordine 1. Le derivate e i differenziali testé definiti sono detti totali.

Il teorema di De L’Hospital afferma la

i (X)) =liMcsa £/ (x)/g' (X)) @)
dicuila { x| #o} V. {x=00}, e le cui f(x) e g(x) sono ambedue un infinitesimo o un infinito per x—x.

Una 0f(x)/0xa ¢ la derivata parziale di f(x) rispetto x,. La definizione di 0f(x)/0x, come limite
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di un rapporto incrementale ¢ la

Of (X)/ Oxe=liM s ((f (Xsnst.Xon)=f (X)) (t=Xn) )=liMaso((f (Xsn, XA, Xon) = (X))/A) 3)

di cui le xsn=x""" xpi=x""""" ¢ in base alla quale la 0f(x)/0xn non esiste quando ¢ ‘c?f(g)/

O%n | =00 0 quando non esiste il limite che la definisce poiché quello per t—x, ¢ diverso da quel-
lo per t—x,". Una f(x) ¢ parzialmente derivabile in un punto x se ne esistono tutte le {0f(x)/Oxx;
n=1,8}. Si ha la £(x,f'(x) /x,0f(x)/dxa /(3)).

Da: (3); {f(x)=g(x,1);VxeHx;VieH(D)}; segue IPM

{0f (x)/Oxn=liMsxmy((f(X1,X2, - ook, - Xn)—f(X))/(t=Xn) )=

liMesxm((@(XiXa,. .ot Xa,t) =g (X, 1))/ (t=Xn) )=0g(X.1)/Oxn } <= { f(X)=g(X,1); VX eR; VEE R} (4)
di cui la {t=J}.V.{tZ}, e la cui O0f(X)/0xn=0g(X,t)/Oxx ¢ la derivata della f(x)=g(x,t) rispetto a Xx.
Una derivata parziale di f(x), mista di ordine m, rispetto le {Xug;i=1,m} il cui {nj;i=1,m} ¢ una
combinazione (generalmente con ripetizione) di classe m dei {n=1,a}, ¢ indicata con IPM

0" f(X)/0Xn(1y0Xn(2). . . OXn(my=0( . . . (O(Of (X)/OXn(1))/OXn2)) . . . ) OXn¢em) (5)
la quale ne costituisce la definizione. Questa definizione generalizza quella di ogni altra derivata.
Una f(x) € di classe s in un 1y (di cui la 1x={Rx.V.x}) € si indica cio con la f(x)eC™(ry), se in
tale 7x vi ha continua ogni derivata parziale mista di ordine m di cui la 0O<m<ss (intendendo che
per m=0 tale derivata ¢ la stessa f(x)). Per ogni specificazione di f(x) ¢ sottintesa la corrispon-
dente specificazione della f(x)eC’(H#y).

Si pone la t,={Ry.Vox}. Da: &(x /x [(2.4.2.9)); b; 2.4.4.1); £(f'(x) [f(x) [(2.4.2.9)); segue

{f(x)€C )} = {limasso(f(x+A))=f(x)=0; Vx €t} = {limaso( A)-iMasso( (f(x+A)=f(X))/A)=0; Vx X }

{limaso(A)-f'(x)=0;Vx et} = { f'(x) €C(1x)} (6)
Una y rispetto a una x ¢ monotona, crescente, non decrescente, decrescente, non crescente; nei
rispettivi casi y§x, yTx, y 7x, y¥x, y¥x definiti dalla

{yx}={y=f(x)| f(b).0.f(a); Vb>a} (7
di cui la {.0.,.0.)={{§#} VAT >} V. { T2} V{4 <L VL { L))

Da: £(§ /0. /(7)) & 0. [(7)y e 24 [0 [(7)); segue

{y§x} o {y=f(x) | =3 {a#b,f(b)=f(a)} } o {{yTx}. V. fydx} } (®)
Un teorema in [17] afferma la

{{y X} Ly (%).0.0; VX € B} s3I (RS R o R)>1 |y (x)=0;Vxe R} }

{y(x)eC"(Fx);y'(x) e C(Rr—0Ttx) } )
di cuila {[1,.0.}={{T,>2}V.{d.<}} e il cui R & un intervallo di "

La (8) e 1PM (9) portano la

(Y§X} LY/ (0).0.0, VX Tt} ;I (RS T | v (x)=0;Vx R} } (10)
di cui la .0.={>.V.<} e che ha come condizioni sufficienti di validita le stesse di IPM (9).

La formula di Taylor ¢ IPM

{F0)=Znzox(f " (x0)-(x—x0) VD H+Ruagoy () } <= {xoe Rixe R; f(x) e C(R)} (11)
il cui resto Rayoy(x) ha (tra le altre) le espressioni
Ruxtoy ()= e0)-(r—=x0)™ /(N+1)! (12)

Ruatoy ()= (xc)- (x=x0)-(x—xc) /NI
di cui le xpe T xce T {I=[xo,x];Vxo<x} {I=[x,x0];Vx<xo}, e che sono rispettivamente dette di
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Lagrange ¢ Cauchy. Nel caso x=0 la (11) ¢ detta di Mac Laurin.

La e ¢ la costante, detta di Nepero o Eulero, di cui la exp(s)=e®, e che & espressa dalla e=
lima—((1+1/a2)*) come caso particolare della

e’=lim,«((1+b/a)*) (13)
Un teorema in [17] afferma, intendendo che n ¢ un intero, la
lima_ao( | x | “n1)=0 (14)

Da: (€0 /f(x).x0 /(11),(12)) e €*eC*(R"); N=N+1 e conseguente [IMy—o()=liMyser(); 3= | x |V
(conforme alla (2.1.2.5)), e £(N,x /n,x (14)); segue

€=My Zhoon(X M+ X (NH1) D)=Emg (X" WD+ My (8N )=Zn0o(xh1)  (15)
Una Rs ¢ una retta, valendone percio la £(R'<Ra [3*=5" [sez.2.4.1), di cui si pone la Rac 5"
cioé che ogni punto di Ra € anche un punto di 5”.

Una tale Rs € individuata in 5" dalle proprie funzioni parametriche #gr@y(p), di cui la EKgrwy(p)=
{#r@n(p);n=1,8} e che (intendendo la Hrw={HKr@n;n=1,a}) ne costituiscono le omonime equa-
zioni Hr@=HKr@)(p). Queste formulano, conformemente alla &(HKre),Er@(p),p /y, f(X),x / (2.4.2.4)),
la corrispondenza univoca CU di cui la CU={p,Hrs) / {P,Ra} € {I' SRa}; iy, Ra} € {51 1.

Per una Hr@n(p) si ha la

Heimyn(p)=Hor(n+Oremn:(P—Po) (16)
di cui le {po,Horean} €CU € Hor@m={Hor@n;n=1,8}, € il cui Oryn € il n-esimo coseno direttore di Ra.
Da: Fray(p)=f(Kre)(p)); le note regole di derivazione di una funzione composta; (16); segue
F'ro)(P)=df (Erw)(p))/dp=Zn=1.a((Of (r(w)(P))/ OKrmn)-HK'rn(p))=

Zn=1,8(Arion (O (Erw)(P))/ Or(mn)) (17)
la cui F'r@y(p) ¢ la derivata della f(x) nel punto p (ossia nel punto gy di cui la {p,iKrw)} €CU) €
secondo la direzione della retta orientata Ra.

Un integrale s-plo di una f(x) (che ¢ detto multiplo o semplice nei rispettivi casi &#>1 o 8=1), ¢
esteso a un dominio Ry limitato e misurabile, ¢ indicato come il Js(f(x)-dx) di cui le Ry Ry €
dx=Il;-1 4(dXy), € la sua definizione come limite di una somma integrale ¢ la

Jonco (f(2)-dX)=liMo-s0(Zemr.e(0)(f (Roc) Mis(Rsoc))) (18)
dove 1 {Risc;c=1,es} sono una decomposizione o una suddivisione di Ry, B (di cui la B=
max(D{Rxsc);c=1,es) con D{Rxec) che ¢ il diametro di Rxec) ¢ 1a norma dei {Rysc;c=1,e5}, € Xac€ Rxae.
Conformemente alla (18) si hanno la [n(f(x)-dx)=limunw(a(f(x)-dx)), e la Jaw(f()-dH)=
Jat(F(x)-dx)=lmw({f(x) |ﬁ(§>}-d§) in quanto se ne sottintende la t=x e che ¢ coerente con il sot-
tintendere la (x). Il teorema della distributivita dell’integrale afferma la [s20(Zicri(ki fi(X))-dx)=
it (ki Jmeo(fi(x)-dx)).

Si pongono le t={tn;n=1,1} e A={Ax;n=1,8}. Da: (18); £(Ils=14(An),A,04 /f(g,t),z,)_c /(2.4.2.7)) e
[{A) (dovuta all’arbitrarieta nella scelta dei x e x+A); segue

iMoo (8 (FO-AD=F GOm0y (Tt )= () (1M o A))" (19)
Il teorema dell’additivita dell’integrale afferma la

(9= U () {CNTH= 21 {ab} < tm=1em} 1} = o (F ) dx)=Eer m(Faxm (/0)-dx))} - (20)
di cui la T”r={{Rm—0Rm}-V-Rm}, avendo percio il suo secondo membro come condizione suffi-
ciente I’essere 1 {qRm;m=1,mm} una decomposizione o una suddivisione di Ry.

Si considera una x,cR” di cui la mis(#)=0. La £(Rx, % /A,E /(2.2.23)) e la Rin—1=Rx—# (do-
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vuta a E(R i /A8 /(2.2.8))) portano le Ru={RunA}U{R 1} ¢ (R B} (Re-1}=D. Da:
queste e la Z(RNBRx—2 [Rm;m=1m / (20)); la nullita dell’integrale esteso a RxM%, dovuta a
mis{RxN1:)=0; segue la prima delle

0o (f (%)) =T 0 (f (%)) 0 (f () %) =Jsno- 0 (£ (x)-dx)

o (F(0)-dx)=Fnco-o(f(x)-d) [ O 75} 1)
di cui la £{(OR« / ) dovuta a OR=L o (nel caso OR#D) alla mis(ORx)=0 che segue dalle
FOR SR ER TR 1<k<a) e BOR, /R /(2.4.1.2)).

Il teorema della media afferma che esiste almeno una xe R, che verifica la Ju(f(x)- \g(z) | -dx)=
@) (| g |-dx).

Un Jus(f(x)-dx) & I’integrale semplice di una f(x) esteso a un [a,b]. Si hanno le
Ja.a(f()-dx)=limasso(faasa(f(x)-dx))=F(@)-liMao(A)=0

I (£ (- )=l iMoo £(%)-dx))=limpa 52 T p(f(%)-d%)) T p(£(3)-dx)=liMis o i f(x)-dx))

Jaer(F(0)-dx)=liMeso(Jad(f (%)) Jaen( £ (2)-dx) =i py-me(san (F(x)-dx)) (22)
Jap(f (%)-dx)=~Tp. o f(x)-dx)=la,( f(x)-dX )+ e p( £ (%)-dx) (23)
Inerentemente una f(x) si hanno le

F)=J(f(x)-dx)zk+Hix(£(D)-dt) F()=f(X) [ap(f(x)-dx)=F(b)~F(a) (24)

dove k & una costante arbitraria, e i cui £(x) e [(f(x)-dx) sono una primitiva e un integrale indefi-
nito della f(x).

Si pone la £(G(x),g(x) /F(x),f(x) /(24)). Da: £(F(x)+G(x),(F(x)+G(x))' [F(x),f(x) [(24)); b; F (x)=
f(x) e ¢'(x)=g(x); segue

FOOHG)=((FOO+G(x)) -dx)=[((F ()+6'(x))-dx)=[ ((f(x)+g(x))-dx) (25)
Da: A(f(x)-g(x).(f(x)-g(x)) [F(x).f(x) [24); b; p=f'(x)g(x) q)=f(x)g'(X); A{p(x).q(x),
P(x),0(%) /f(%).8(),F(x).G(x) /(25)); segue f(x)-g()=I((f(x)g(x))"-dx)=l((f'(x)-g(x)+/(x)-g'(x))-dx)=
[((p(x)+q(x))-dx)=P(x)+0(x). Questa e le P(x)=](p(x)-dx) 0(x)=l(g(x)-dx) portano la [(¢(x)-dx)=
F)-g(0)-I(p(x)-dx).

Da: £{q(x) / f(x) / (24)); la precedente espressione di J(g(x)-dx); E(p(x) / f(x) /i (24)); segue
lar(g()-dx)=[(q(b)-db)-I(q(a)-da)y=f (b)-g(b)~f(a)-g(@)~[(p(b)-db)-I(p(a)-da))=f (b)-g(b)-F(a)-g(a)-
ja,b(p(X)'dX). Questa e le p(x)=f"(x)-g(x) g(x)=f(x)-g'(x) portano la

Jan(F(0)-€'(x)-dx)=f (b)-g(b)~f (@)-g(@)~Lan(g(x)-F'(x)-dx) (26)
che esprime I’integrazione per parti di un Jos(f(x)-g'(x)-dx).

Da: y=y(x); dy(x)=y'(x)-dx e {a<y(x)<b}<>{A<x<B | a=y(A);b=y(B)}; segue
Jaa(F(y)-dy)=las(F(y())-dy(x)=las(f(y(x)-y'(x)-dx) (27)
di cui la {y=y(x),a=y(4);b=y(B)}—>(27) e che esprime I’integrazione per sostituzione di un
[os(f(y)-dy) basata su una y=y(x).

Una f(x) ¢ in un [—a,a] simmetrica rispetto allo zero quando ne vale la

{f(=x)=f(x);Vxe(0,a]} (28)
Da: integrazione per sostituzione basata sulla x=x(y)=—y (ossia la &(x,y,—y /y,x,y(x) / (27)));
a0,f(=y)y [ab,f(x);x [(23)); (28); segue 1Pm

T ao(F () dx)=—ao f(-y) dy)loal F(-)-dx)=loa( f(x)-dx)} (28) (29)
Un Ry ¢ un dominio normale con base B" rispetto IT,=1 ansn(J,) (che € lo spazio ottenibile elimi-
nando da ;" la n-esima dimensione 94,), in quanto se ne ha (considerando anche la (2.4.2.5)) la
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Ru={x /oo Puix" B x € 5"} (30)
di cui le xne Fn {on=0n(x")} Ve {(anx)} € {Br=Pn(x")} V. {{{Bnix)}, € dove B" & un dominio limi-
tato e misurabile di I, a;n2n(Z:). La prima delle

Jone) () )= i (F () ) ") {James () )= iy (s () ") hn)s Vet ARBaix)} (31)
la cui seconda segue dalla prima e di cui la (30)—(31), ¢ una formula di riduzione di un integra-
le a-plo a un integrale (s—1)-plo di un integrale semplice.

Un’espressione di un Juu(f(x)-dx) che lo riduce a = integrali semplici, & ottenibile se sono pos-
sibili le a—1 riduzioni successive ottenibili come rispettive specificazioni della (31). Una tale
formula di riduzione di un integrale a-plo a & integrali semplici, ¢ ottenibile nel caso di un
[5tan(f(x)-dx), giacché se ne deduce la

Pxtan= {s0an(F(x)-dx)=] a<rc<1>>,b<n<1>>£[f< i<>n<z>>,b<n<z>>(- - Natwon e (f (z)-dtn<§t><)l-> - dtn))-dtn(ry)=

scamton mton)(Jacmtony semean(F (8)- Aty )-At™ )=l ey ity (tany.smip(F©)-dE™ ) -dtagry) (32)
di cui le {m;n=1,a}={n=1,8} ¢ Pxap={{{anx), {{onX)-Vebn=xXn}} V. { {aniX)-Vean=xn},bnx)} ;n=18}
(intendendo che nel caso {an=xn}V.{bn=xn} il |5 (f(x)-dx) & scritto come J5(up(f(t)-dt)).

Da: A={Ann=1.8} e B={Bxn=18} in quanto portano la &(4,5 /a,b /(22)); (32) e {(Anx)(Balx);
n=18}; 3(4,8)=Tn-1a([An,Bn]) R"=TTo1 o(R); [(4,B); seconda delle (22); segue

() dx)=limsa w5 (F)-dx)=iMse >z Uans0ae e Sxmsm(f()-dxa)-...dxo)-dxi)=
lim e, s1-2 (M) a2l sz U s Ui - S sm(fE)-dx)-...dxe)-dx)))=
limpacy.s01-52 Jacsy M Ese1-5 (i) (- iMp ez Ga.sm(F)-dx)-....dxo)-dxi))))=
Jrr(m (. S (f(x)-dxa)-...dx2)-dx)

Analogamente a questa e in conformitd alla prima delle (22) si ha la Jg(f(x)-dx)=
M52 (s (f(x)-dx))=0.

Si considerano le & costanti k di cui le k={kn;n=1,1}) e {ka<xs;n=1,8}. Si pongono le

{I<f’n>( {tn,nzl,n—l }5§{n=1,n_1})E-[k<n>ax<n>(1<fan+1>( {tn’nzlan} ’5{”=15n})dtn)’n:1’ﬁ} I<faﬁ+1>(t)5f(1:) (33)
Dalle (33) segue la

{03(f,n)({ten=1,n—1},x """ /0x0=1(f,n+1)({tw;n=1,n—1} x """ ):n=1 1} (34)
Le £(kX,f(t) /a,b,f(x) /(32)) € (33) portano la

Jsao(F@©)-dO=3(f,1)(x) (35)
Da: (4) e (35); (34) (e (5)); segue

Pl (f(1)-dt)/0x10x,. .. Oxw=0"T(f, 1 {(X)/OX10Xs. . .OXe=F(X) (36)

Si considera un dominio misurabile ¥ di cui la & Ry e che ¢ limitato o illimitato. Una f(x) ge-
neralmente continua in %%, ¢ indicata f(x) ed ¢ tale se i1 punti singolari che essa ha in ¥ costitui-
scono un insieme s di cui le discis € mis(is)=0. Percio una f(x) ¢ generalmente continua in un
[a,b] se vi ha un numero limitato di punti singolari. Una f(x) ¢ integrabile in ¥% se ] ao(f(X)-dx) | 00
0 | | so(f(x)-dx) ‘ =0, ciod se [ go(f(x)-dx) ha un valore determinato. A questo riguardo si ha la

(AN B} = { Lo (7() d)= ) (1 (%)) ~T oo (720 d) =M s (o (%) ) =l o9 FR)-d)} - (B7)
di cui le A={7(x)20;Vxe 9} B={ {{ano (1) d)oo} V. oo () dx)on} } Fi)=( | £0) | +(x))/2
Frx)=( | f(x) | —f(x))/2, e il cui [ verifica le ic %% e inis=K. La (37) vale anche sostituendone la f(x) con
una f(x) di cui la f(x)eC"(#2), in quanto tale sostituzione ne implica le f(x)eC"(is) e £( s /&, 5 /(21)).

I [ f1(x)-dx) e [ s0(f2(x)-dx) della B sono calcolabili per mezzo delle f1(x)>0 £(fi(x) / f(x) /
(37)) f2(x)=0 e E£{(f2X) / f(x) 7(37)). Il ruolo della A.V.B nella (37) consiste nell’essere sufficien-
te per I'esclusione della [y f(x)-dx)=00—c0 che renderebbe indeterminato 1’integrale in argo-
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mento. Una f(x) ¢ sommabile in % se ne vale la | [oo(f(x)-dx) | #0. La (20), dove si sostitui-
scano 1 f(x) e Ry con 1 rispettivi f(x) e H, vale se la f(x) ¢ sommabile in ognuno dei {Tu;
m=1,m}. Per un J,»(f(x)-dx), la cui f(x) & sommabile nel [min{a,b,c),max{a,b,c)], vale la (23)
dove si sostituisca f(x) con f(x).

2.4.5 I valori minimo e massimo di una funzione.

Un est(f(x) /§e&) (di cui la est={min.\.max}) ¢ uno dei due valori estremi assunti da una
f(x). Si pongono, intendendo la x={xn;n=1,a} € Ry, le

A={f(x)€C°(#)} A\ {Zix & un dominio limitato}  B={f(x)=est(/(x) /xe%)} Test(f(x) /xe%hy)
C={f(x)=est(f(x) /xe %)} (1
dove: =R URxesURxr; R € 'insieme di ogni punto di Rx—0Rx dove la f(x) non ¢ par-
zialmente derivabile; Rxes € I'insieme dei punti estremali che la f(x) ha in ,—0%R« ossia quelli
che vi hanno ognuno I’identita di soluzione del sistema {0f(x)/0x,=0;n=1,a} (che ha & equazioni
nelle altrettante incognite X); Rxr=RxNO0Rx. Si hanno le

A2 {BO(C} A {B=>C) ()
Le (2) affermano, in base all’ovvia A.V.—A ¢ alla £(B,C / Pa,Ps / i2.1.1.1)>, che la C ¢ in ogni ca-

so necessaria per la B. Cio consente in ogni caso di cercare un {x | B} nel solo ¥ (ossia come un
{x | C}) invece che nell’intero .

La prima delle (2) afferma che la A ¢ sufficiente per conoscere un {x | B} come un {x | C}.

Da: seconda delle (1); seconda delle (2), e {—=A>{B>C}}{{—-ANB}—>C} dovuta a
/E(—|JZl,B,C/TA,TB,T/(2. 1.1.2)); segue

{~ANTesf(x) xR} (AN B} >C 3)
e quindi (considerando anche la £(—A/\.B,C / Pa, P /(2.1.1.3))) segue che la validita del suo
primo membro ¢ sufficiente per conoscere un {x | B} come un {x| C}.

Nel caso che la —.A ¢ certa ma non ¢ tale anche la Jest(f(x) / xeRy), la (3) non ¢ utilizzabile e si
dispone (conformemente alla seconda delle (2)) del solo anzidetto essere la C in ogni caso ne-
cessaria per la B. Percio in questo caso sono necessarie ulteriori argomentazioni per dimostrare
che un {)_c| B} € conoscibile come un {)_c| C}: dopo avere conosciuto un {)_c| C}, € possibile stabi-
lire che questo ¢ anche un {)_c| B}, se ¢ possibile ammettere la { f()_c| O).0.f(x);VxeR} di cui la
.0.=< per est=min ¢ la .0.=> per est=max.

Per quanto riguarda la conoscenza di un {)_cl C}, dalla =R URxesURxr segue la

est(f(x) /xe Fh)=est(est(f(x) /xeRun)est(f(x) /x&Rues),eSH(f(x) /xRxr) “
dove si intende che ognuno dei {est(f(x) /ge&mﬁ,est( f(x) /XE&ES),GS’[( f(x) /geﬂg} ¢ con-
siderato assente se vale la rispettiva delle {Rwp=L,Rxes=F,Rxr=J}.

La conoscenza di est(f(x) / x € Rxwpy richiede quella di Rxwo che puod avvenire cercando ogni x di
cui la xe {Jtx—0R«} e di cui non esiste almeno una delle {0f(x)/0xn;n=1,8}.

La conoscenza di est(f(x) / x € Ryesy richiede quella di Ryes ossia di tutte le soluzioni del sistema (ge-
neralmente non lineare) costituito dalle & equazioni {0f(x)/0x,=0;n=1,8} nelle altrettante incognite x.
La ricerca delle soluzioni approssimate di un sistema di tante equazioni in altrettante incognite, puo
essere effettuata per mezzo dei noti metodi quali quello di Newton-Raphson (di cui nei [3] e [12]).
L’applicazione di questo metodo per conoscere una soluzione approssimata X, di un sistema
f(X)=0x; di cui le f(X)={f«(X);r=1,N} X={Xc;c=1,N}, e di cui si ha I’attinente matrice jacobiana JKX)
definita dalle Jiy=[Jirc(X);r=1,N;c=1,N] € Jire(X)=0fi(X)/OXc; consiste nelle £+1 iterazioni che (usan-
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do la notazione matriciale) si indicano

X=X 06 H(x0:=0,8) %)
dove: X € la X4 nota alla t-esima iterazione; Xo € una X, iniziale che generalmente ¢ stabilita in
modo arbitrario; X1 puod anche essere calcolata ponendo la X 1=X:+AX; e calcolando AX; (con-
formemente alla Ax;=—J¢ '(X\)-f(X;) che si ottiene con I’introduzione della X¢1=X+Ax; nella (5))
come soluzione del sistema lineare JX:)-Ax=—F(X¢).

La Xeni=Xe—Ji ' (X0)-f(X,) della (5) & definita (o equivalentemente il sistema JiX)-AX;=—f(X:) € risolvibi-
le), se vale la det(Jx(X:))#0 che consente I’esistenza della J; '(x;). L applicazione in oggetto ¢ detta con-
vergente quando consegue il suo scopo in quanto il max({ | f(Xs) | ;r=1,N) ¢ sufficientemente piccolo.

Per la conoscenza di est(f(x) / x€Ryr) € possibile stabilire una

est(f(x) /xeRu)=est(est(f(x) /xeRua)id=1,d)=est(est(fu(ta) /tac Fia);d=1,d) (6)
dove i {Ryra;d=1,4} sono una decomposizione di Ry e di cui si ha la
{fa(ta)=f(xa(ta));Xd(td)={Xdn(ta);n=1,8} ;0(ta)<a;d=1,d} (7

le cui x4(td) sono le funzioni parametriche di Rxra in R*, cioé quelle che costituiscono le equa-
zioni parametriche X¢=xd(tq) che esprimono le x4 come il generico punto di Ryra.

Inerentemente la (6) si ha la
(st fa(ta) /o Ho) [esK(f(x) /xeTn));d=1.d) ®)
Le (6) (7) e (8) (e in particolare la {9(tq)<#;d=1,4}) consentono 1’evidente procedimento iterati-

vo con il quali si perviene a conoscere il est(f(x) /56&9 come un est(f(xa);a=1,8) di cui la
a#oo e 1cul {Xa;a=1,a} sono punti noti di .

2.4.6 La corrispondenza biunivoca tra variabili.

Si considerano le variabili v e u di cui le v={vq;n=1,8} u={un;n=1,8}. Da: v=v(u)={va(u);n=1,8}
u=u(y)={un(w)n=18} Ev=v() y=f(x) [(24.2.4)) e Au=u(v) /y=£(x) /(2.42.4)); EGiw), () /
AB/(22.5); segue {v=v(u)Au=u(v) > {FW=RW) | {F=% )= (FueR) o (BuoR) di

R(v) (di cui la RycRy) quando R, risulta sostituito da un R(u) di cui la Ruc R, (e viceversa).

Si specifica la Rs (di cui le (2.4.4.16) e (2.4.4.17)) come la retta che contiene il segmento Sx di
estremi i Raa € Rag che verificano le {A,Ran} € {R"<5"} € {B,Rap} € {R"<=5"} di cuile AcRy e
By, e si pongono le {paRes} € (B SR} {Po,Run} € (T Ra} W=[MIN(ps,pu),Max(ps,Ps)]
Val(p)={Va(#ixe(P)) | ettt} di cui la £(Va(linw(p)) /f(Himw(p)) /(2.4.4.17).

Da: A={v(A)#v(B);VA#B}; B=3{v(A)=v(B) | A#B}; il considerare che la B porta che ognuna del-
le {Va(p);n=1,8} ha in I almeno un punto di minimo o di massimo (dove se ne deve annullare
la rispettiva V4'(p)) o di non derivabilita; segue —{RuR}o—-AB—>C di cui le C=
A pun=1a| preut,— [ vi'(o) | >0im=1,8} Do—C D=3{Vi(p) | [ v (p) |50;¥p e v {a,8}}.

La D—>—C, la =C—>—B dovuta alle B>Ce E(B,C/TA,TB /(2.1.1.1)), e la =B {Ru=R,} dovu-
ta a —{Ru=Ry B, portano la Do { KRR}

Da: {vi=Va(w)} € {v=v(w)} ¢ u=u(v); U(va.V")2u(Y) & BV ViV UVeo") /(). 2(x.0) /2.4.4.4));
segue  {v=v(u)/\u=u(v)} = {vi=va(u(v));n=1,8} = {Zs=1.a((OVn(u)/0un)-(Cun(v)/0vn))=1;n=1,8} il
cui ultimo membro implica I’esistenza di ambedue le v=v(u) e u=u(v) ossia il primo membro.
Queste relazioni testé dette inerentemente la {$#,<>%R,}, portano la
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FVa(p) | | Vi (p) [0, ¥penn v {a.B} ) = (Fus T} e {v(A)=v(B); VA#B
fv=v(WAu=u(W) o HRER [ Ri={v v=v(w)ue Ry} Ri={u /u=u(v);ve Ry} 1 VR Ry}

[t ((OVa(W)/Oun)-(Bun(v)/ V)= 1n=1,85V {uN.ov} } (1)
In relazione alle u e v di cui la Ru<=>Ry, un teorema (in [16]) afferma la
{0 {det(uu) (W0 Vue oo} = ) (f(W)-dv) =i (f(v(w)- | dettiva)(w) [ -du)} (2)

il cui @y € un campo, di cui la Jy=[0va(u)/Ou,;n=1,8;n=1,8] (che definisce Jy,u come la matrice
jacobiana inerente le v(u)), e i cui Ry e Ry, sono conformi alla (1).

Si considerano le variabili u e v. La £(u,v /g,y / (1)) porta la

vav) | v [>0;vuein) = (e 5iv) o viu} o fvav)Au=u(v)}

HRWSRW) | Re={v r=v(u)ueRu};Re={u /u=u(v)ive Ry} ) VR R} €

V(' V=LV {uVav ]} > {w(v'(u))=w(u'(v)); vV {u.Vov} } 3)
di cui la w(G)=G/ |G| posta in occasione della (2.1.2.5).

Introducendo la u=u(v) nella v=v(u) (le cui u(v) e v(u) sono dette I’una I’'inversa dell’altra) si ha
la v=v(u(v)) da cui segue la {v=v(u(v));Vve®R,}. Si pone la RN, e quindi si hanno le pro-
prieta che essa implica in base alla (3).

Da: integrazione per sostituzione basata sulla v=v(u) (ossia la £(v,v(u),v(a),v(b),a,b /y,y(x),a,b,A,B /
(2.4.4.27))); segue

F@ao(F(v)-dv)=lap(f(V(w)-v'(u)-du) 4)
L’introduzione nella (4) delle a=u(a) e b=u(b) e quindi delle a=v(u(a)) e b=v(u(b)) conformi alla
{v=v(u(v));VveR,}, da luogo alla

Ja(F(V)-aV) =Tty (F(v(W)-V'(w)-du) (5)
La v8u e la £(v,u /y,x / (2.4.4.10)) consentono di stabilire valida, sia per v'(u)#0 sia per v'(u)=0, la
lim, (W' (W)))=Q di cui le {0=1;vvTu} {o=—1;vviu}. Cio e la A(w{('(u)) / f(x) / (2.4.2.10)) con-
sentono di eliminare ogni eventuale singolarita della w(v'(u)) causata da una v'(u)=0, e di stabilire
cosi la {u(v'(1))=Q;Vu}. Questa e la {W(V'())=w'(v));V {u.V.v}} portano la {wu'(v))=Q;Vv}.
Da: (5); {W(V'(un))=Q;Vu}; {WU'(v))=Q;Vv}, {w@'(v))=w(u(b)—u(a));Va<b} (conforme alla
EUM) [F(x) [(2.4.4.1))), € los(F(X)-dx)=—lr.a(f(x)-dX); segue [PM

s (F (V) dV)=Tutarun(FV )00 W)- [ | -dwy=0-futarar (Fv(w))- [ V(W) [ -du)=

Jmintutarate ey (F(vV(W)- | v'(w) [ -dw) = {a<b} (6)
potendone dedurre anche dalla £(u,v /g,y / (2)) 'uguaglianza tra gli integrali dei membri estremi.
Inerentemente delle a={an;n=1,8} b={bn;n=1,8} di cui le {F{an)y<=>R(bn);n=1,a}, si ha la £{(a,b /
a.B /(2.4.3.6)) che da luogo alla

@)D (7)

2.4.7 La radice quadrata, I’equazione quadratica, la forma quadratica, il valore medio ponderale.

La radice quadrata di x & indicata \(x) (0 x*°), &€ un numero il cui quadrato ha lo stesso valore di x, ¢
percio ¢ definita se x>0. Ci0 e il sottintendere che ¢ reale ogni valore di ogni grandezza, portano la

{Q="} > {V(Q)==P} (1)
di cui la {N(Q)=tP}={V(Q)=tP | 0=0} (e di cui ¢ peraltro evidente la {V(Q)=1P} <> {V(Q)=P}).
Un’equazione quadratica nell’incognita X ha la forma

AX*+B-X+C=0 ()
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dove le A B e C hanno valori noti e la X ha valore incognito.

Da: A#0; il sommare (2-A-B™')” in entrambi i membri dell’equazione nel secondo membro; la
E(DN2-A-X+B /Q,P /(1)>; segue

(2)> {X*+B-X/A=—C/A} > {A=(2-A-X+B)*} > {V(A)=£(2-A-X+B) } > {X=(—BX\(A))/(2-A)} 3)
di cui le A=B’~4-A-C>0 ¢ {A#0}—(3), e dove: il primo membro consiste nell’esistenza di valori

reali di X che verificano la (2), I’'ultimo membro stabilisce un vincolo per i valori che puo assu-
mere X in quanto ne afferma due se A>0 e uno se A=0.

Si pone la

y=y(x)=a-x"+b-x+¢ 4)
di cui la a#0 (e la cui y(x) ¢ quadratica in quanto se ne ha la a#0). Da: p; /E(a,x,b,c—y/
AX,B,C /(3)); segue

(4)> {a-x+b-x+c—y=0} > {x=(-btV(A))/(2-2)} (5)
di cui la Ay=b’—4-a-(c—y)=0.

Una V(Q) (di cui la (1)) & principale o secondaria nei rispettivi casi V(Q)= Pl o V(Q)=— lp|.Si
sottintende il caso V(Q)=|P| conformemente all’arbitrarieta consentita dall’essere la \(Q)=+P un

vincolo imposto sui valori di V(Q). Le (2.1.2.5) e il sottintendere la radice quadrata principale,
portano la | G|=(c*"".

Si pone la f=gr(x) la cui gr(x) € una forma quadratica in quanto se ne ha la gr(x)=
I ,§(2n= 1 ,ﬂ(Kf nn 'Xn‘Xn)) .

Da: f=q¢(X); p; Arnn=0.5-(RennHan); £ Zn=1,a(Ann-Xn) / Yi-an(si) / (2.1.2.4)); b; Henn=FHenn; segue
f:0.5'(zn=1,ﬁ(zn:l,ﬁ(Kfnn'Xn'Xn))+Zn:1,ﬁ(znzl,ﬁ(Kfnn’Xn'Xn)))zznﬂ,ﬁ(2n=1,ﬁ(0~5'(Kfnn"’Kfnn)'Xn'Xn)):
Zn=1,ier(zn=1,isx(hf'fnn 'Xn)'xn)zzrpl,ﬁ((2n=1,ﬁ(( 1 _6nn) 'fffnn'Xn)"'/ffnn‘Xn) 'Xn):

Tmta(Aenn X )+ En=t 6(Zn=t.8((1-Onn)- Atnn XnXn))=Zn=1.a(AtnnXn )2+ Znt a(En=na((1—Onn) AttnnXn X))

che puo consentire un minore onere nel calcolo di f.

Inerentemente una f=gr(x) si ha, per ne {n=1,a}, la

f=fh(xn,x")=K¢ nn'Xn2+33fn(§n)'Xn+’ﬂfn(§n) (6)
dicuile :Bfn(én)zznzl,ﬁ;n;&n((Kfnn‘FKfnn)'Xn) € ‘ﬂfn(&n)zznzl,ﬁ;r#n(zn:l,ﬁ;n;&n(Kfnn'Xn'Xn))-

In relazione alle grandezze { 4,;n=1,a} e {By;n=1,8} si hanno le

{B:>0;n=1,8} > {# Zn=1.a( Bn)<Zn=1 a(An: Bn) <A =1 a(Bn) } (7)
{Bu<0;n=1,8} > {-# Zn=1 a( Bn)>Zn=1 a(An- Bn) > A L1 a(Bn) }

di cui le A=min{4n;n=1,8) e A=max{4n;n=1,5), ¢ che (considerando la X, o(Bn)==% | Zn=1,8(Bn) | )
danno luogo alla {{B.>0;n=1,8}.V.{B<0;n=1,8}} > {Me[AA];VEr=1a(Bn)#0} di cui la M=
i1,8(An Bn)/Ln=1,4(Bn) € dove M ¢ il valore medio ponderale dei { 4,;n=1,1} con pesii {B,;n=1,8}.

3 GLIEVENTI E LA PROBABILITA.

3.1 Gli eventi.
Ogni evento ¢ sottinteso casuale cio¢ tale che se ne ritengono possibili sia I’accadere sia il non
accadere.

Un evento E ¢ associato biunivocamente al proprio insieme di modalita, che ¢ indicato M(E) e ¢
costituito da ogni modalita con cui E puo accadere ossia da ogni possibilita che E ha di accadere.
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Percio, inerentemente i due eventi A e B di cui le A=M(a) e B=M(B), si ha la

{A=Bjo{a=8} (1
Da: I’essere £ un evento, e I"uso delle parentesi 9 ¢ per delimitare una proposizione che definisce
un evento; la £(E / P /% Pt=1 P& verar), e lo stabilire coincidenza tra 1’accadere e la verita di un
evento; segue E={E Fz{l’accadere di e}={1’accadimento di E}={E ¢ certo}.

Si pone la E=M(E). L’accadere di un E avviene con (ossia come) una sola corrispondente modalita
tra quelle che ne costituiscono il E. Cio e la e={I’accadere di £} portano che un nome di un evento
ne indica sempre un solo accadere con una sola stessa modalita. Tuttavia la (1) consente di conside-
rare vari accadimenti (ognuno con un’inerente modalita generalmente diversa) di uno stesso E, per
mezzo del sostituirlo con altrettanti eventi che hanno nomi diversi ma lo stesso insieme di modalita E.
Da: e={e F; E{A,B /’_PA,TB /sez.2.1.1>; E{A,B /’_PA,TB /(2.1.1.1)); il consistere un Z2XBlA)
nell’essere ogni modalita dell’accadere di A anche una modalita dell’accadere di B; segue
{assloliatisholassloEReA) 2 acs) &)
la cui {A—B}3P(B|A) mostra come la A—B affermi che I’accadere di A porta quello di B8 con
una modalita che ¢ la stessa del primo, e dove non ¢ possibile sostituire = {A con <>{A giacché
la sola AcB non puo affermare che B accade necessariamente con una modalita di A cio¢ che ¢
in argomento uno degli accadimenti di 8 i quali avvengono con una modalita di A.

I1 Ez (di cui la Eg=M(Eg)) € I’evento impossibile cio¢ quello che non accade mai poiché se ne ha
la Eg=(J; il —E ¢ I’evento complemento di £, ossia 1’evento che accade quando E non accade.
Cio porta le =—E=E e M(—E)=—E, € che —Eg ¢ ’evento certo cio¢ vero cio¢ che accade sempre.
Da: £(Ez /E /M(—E)E—IE); Ex=0; Z(E /é /(2.2.20)); segue M(—Eg)=—Ez=—J=—{EN—E}=EU—E
e quindi la En—E=—{EU—E}=J. Da: EC—-J (e /E(E,—,@7§,§ /(2.2.12))); AE(—-LE /é,g /(2.2.7));
segue E=—<JNE=—J——E.

L’essere —Eg certo e la £(E,—Ex /:PA,:PB /(2.1.1.7)) (e la {aA—>B}={Aa>B} nella (2)) portano la
E——Eg. La —Eg=— porta la EC—Ez e quindi (per la (2.2.12)) la E=EN—Eg. L’essere —Eg cer-
to e la E={E & certo} portano la E={ E=—Eg . Questi tre risultati hanno un nome diverso che pero
riferisce lo stesso oggetto consistente nell’essere —Ex 1’evento che accade sempre, € percio si ha la
{E——Ep} o> {E=EN—Es} © {E=1 E=—Ea 1} 3)
I AnB e aAuB sono i due eventi definiti dalle M(ANB)=ANB e M(AUB)=AUB.

Da: &(a e/l (3)); M{(AN—=Eg)=An—Egz (dovuta a £A(—Eg s/ M(ANB)=ANB)); £(AN—Eg s/
(1)); segue {A——Eg}o{Aa=ANn—Eg}o{a=M(AN—Eg)}>{A=AN—Ez}. Da: questa e A—
—Eg; B= B=—Ey ¢ dovuta alle B—3—Eg € (B /I; / (3)); b; M(ANB)=ANB; segue IPM

(A | BY=m(an—Ez | B)=M(an—Ex | B=—Ez)=M(anB)=ANB} < S(A,B) (4)
di cui la S(a,B)={A——Ez;B——Eg}. Questa, il significato della A—+B (detto in occasione della
(2)), e I'indicare —Ez un solo accadere con una sola stessa modalita, portano che la S,s afferma che
1 A e B hanno ambedue la possibilita di accadere quando si verifica uno stesso accadimento di
—Eg, cioé (in base alle £(A,~Ex [Pa, Py [(2.1.1.1)) € £(B,—~Ex [Pa,Ps /(2.1.1.1))) che sia I"accadere
di A sia I’accadere di B hanno come condizione necessaria uno stesso accadimento di —Eg.

La (4) porta la S, > {M(A | B)=M(aMB)}. Questa ¢ la EQA | Bf,ANB /A,B /(1)) portano la
S(A,B)j{% A | B FEA{WB} %)
Da: £(a,B /’PA,ZPB /(2.1.1.1)} (eE={E F); E(A | B /B /(1)); Sas € (4); segue IPM
Hamsloia=(aleljoia=nale) olaansioiace)cSas)
{{aoBjo{a=Bio{r=B}<5AB) (6)
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la cui seconda segue dalla prima (che ¢ concorde con la (2)).

Da: £(a,B /?A,’_PB /(2.1.1.7)> (e E=1ET); segue B—A A—»B[. Da: questa e ’analoga A—3B—AT;
Q2); b; (1); segue {AABI—3BoAA—BI— ggé;égg}@% A=B re33 AZB{—A Saat. Le
{ANABI— Sl € E(ANAB,Si /TA,TB /(2.1.1.1)) portano la An/\nBE{An/\uB|SAE,}. Questa e la
{ AAB (1 A=B portano la

{ AAB | Spa 1 A=B ¢ (7

Nel seguito la S, € sottintesa, e quindi si sottintende che per ogni specificazione dei A e B vale
la corrispondente specificazione della S,s.

La anB=(J porta che i A e B sono mutuamente esclusivi poiché afferma che I’accadere dell’uno
esclude I’accadere dell’altro e viceversa. Le M(anB)=ANB ¢ M(AUB)=AUB, ¢ la ANBC AUB,
portano la M{anB)c M(aUB). Questa ¢ la £(aNB,AUB /A,B /(6)) portano la AnB—AUB. Da:
M(aUB)=AUB; (a8 /A8 /(2.2.9)); ANB=D; segue IPM {M(AUB)=AUB=A+B-{ANB}=A+B}
{anB=(}.

La (a8 /A,B /(2.2.23)) porta le

A={ANBIU{AN=BI={ANBIHAN=B} A= ANBIUNAN-B T ®)
Si considerano i s eventi {Em;m=1,m} di cui le {En=M(Em);m=1,8}. ] ANB e AUB sono gene-
ralizzati dai rispettivi Mm=1m(Em) € Um=1,=(Em) definiti dalle

M<mm=1,ﬁa(Em»:mmzl,ﬁa(Em) M<Um=1,ﬁq(Em»:Um:l,m(Em) (9)
che portano 1a M{ imei sm(Em))S M(Unnet m(Em)). Questa € 1a £ et m(Em), Umet () /a8 /(6)) (e
il sottintendere la specificazione della S.s inerente 1a £{(Nm=1 m(Em),Um=1,:(Em) /A,B)) portano la
mm=l,ﬁa(Em)%>Um=l,ﬁs(Em)-

Si pone la P={E.NE=LD;V {a,b}c{m=1,8}} e si considera I’evento £ di cui la E=M(E). Da:
ECE; E=Unim(En); EE, (Emm=1,m} /c,(Asi=i4} [(2.2.28)); {{E E}NENEI=D;V {a,b}c
{m=1,m}} dovuta a P, e EZEnNE;M=1,8/4n;n=1,8/(2.2.37)); segue la prima delle
E:EOE:EmUm:I ,ﬁa(Em): Umzl,ﬁa(EmmE):zmzl,ﬁa(EmmE)zzmzl ,ﬂa(MO.EmmE)) E= Umzl,ﬂa(EmmE) ( 1 O)
la cui seconda segue dalla prima, e di cui la {EC[E;E="Un=1,m(Em); P} =(10) dove le E=Umn-1 m(Em)
e P affermano i {Em;m=1,1} come una suddivisione di [E.

Si considerano i due eventi —Ega € —Egs, di cui la M(—Egs)=M(—Egp)=—Ex che (in base alla (1))
mostra la —Ega=—Egs=—Eg, ¢ tali che riferiscono (in conformita a quanto detto sulla trattazione
di vari accadimenti di uno stesso evento) due rispettivi accadimenti dello stesso —Eg, avendo
quindi la {A—>—Ega;B——Egp} <> {Sag:Vem1Sas} -

Coerentemente con cio, 1 due eventi a/Ab e a.V.b, di cui le a=M({a) b=M(b) a—>—Ega €
b—>—Egs, sono definiti dalle a.\b=3 aA—Egp tM] =Ega/\b (——Egas  aVeb=3 @\ —Egp U
{ ~Egn/Abt——Egas —Ezne={ —Eon/\—Egnl M(—Egs)=—Ez € M(a/db)cab (seguendone
I’antinomica M(—Eg)=M(—Egp)=M(—Egss)=—Ez che pero ¢ risolta accettando il noto paradosso
per cui un insieme infinito puo essere posto in corrispondenza biunivoca con un suo sottoinsie-
me proprio). Cio e la £(a./\\—Egp,—Ega/\-b /A,B /AﬁB%AUB} portano la a/A\\b—»a.V.b. Da:
a/\b=b.\a ¢ ZA(a/\b,b./\a /A,B /(1)), A{b/\-a /an/\nb /M(a/\b)ggé} segue M(a./\b)=
M(b.A\-a)cb-a. La validita congiunta di questa e della M{a./\b)c a-b, ¢ deducibile dalla definizione
di A=B posta in sez. 2.2 e dalla {{a,b}eM(a./\\b);{a,b}eM{b./\a)}>{{{a,b}={a,b}}<>{a=b;b=a}}.
I a e b sono indipendenti, e si indica cid con la [{(a,b), se ’accadere di a non pone alcun vinco-
lo all’accadere di b e viceversa, avendo percio le Ha,b)={M(a/\b)=ab} e —l{ab)=
{M(a./\b)ca-b}. Nel caso del a-/\\b di cui la a=b (il quale, come afferma la (7), si ha se vale la
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Sas) si hanno le —[{a,b) e M(a/Ab)={{a,ai};i=1,#} di cui la a={a;i=1.4}.

Si considerano i {—Egm;m=1,m} come #& nomi di altrettanti accadimenti dello stesso —Ez (a-
vendone quindi la {M(—Egm)=—Eg;m=1,8}), € 1 & eventi {&m;m=1,m} di cui le {&n=M(Emn);
m=1,m,} ¢ {&ém—>—Eomm=1l,m}. Percid 1 a/\b e a.V.b sono generalizzati dai rispettivi
Am=1.m(€m) € V=1 m(&m) definiti dalle

Am=1 m(€m)=Nim=1 m(A\m=1,m(Emm) ) —=>—Eze Vm=1,m(€m)="Um=1,m(\m=1 s(Emm) ) ——Ege
M{Am=1,m(€m)) S m=1.m(Em) (11)
di cui le {&mn=—Egm;Vm#m} émm=em —Ege=/\m=1.m(—Ezm) € M(—Ege)=—Egp.

Le (11) € £/ \met on(@aum) /Em /(9)) portano le M{/ A me am(€m))= et (M A et Emm)) € MCV et sl €)=
Ut (M et (@mm)). Le (11) € 1a (A et @mm) /Em /A imet sn(Em)— Ut m(Em)) portano la
Am=1 m(€m)—>Vm=1 m(Em).

L’essere i {&m;m=1,88} indipendenti ¢ indicato con la [{&m;m=1 =) di cui le
{&msm=1,28)={M(Am-1 m(&m))=TTm-1 m(€m) } —{&mm=1,80={M(Am-t m(€m))CTmrm(&m)}  (12)
Quanto detto delle M(—Eg)=M(—Egp)=M(—Egas )=—Eg, a./\\b=b.\.a e M(a./\b)ca-b, e di un
as/\b di cui la a=b, ¢ generalizzato senza difficolta per i {&m;m=1,m}.

Si considerano i s eventi {&m;m=1,m} di cui le {&n—>—Ezm;m=1,8}, e si pongono le {&n,=En;
Vm#m} Emm=em. Da: cio e le {£(én—>—Ezm /E=>—|E@ /(3)>;m=1,¥ﬁ}; seconda delle (11);
ZE(V m=t m(€m), Im=1,8(\m=1.8(Emm)) /A,B /(1)); segue

A=t (Em) € \m=t e Em=—Ezm) 2 {Vim=1,m(€m)=Um=t s A=t a( Emm) ) }

{M(V m=1,m(€m))=M{Um=1.:(\m=1,:(Emm))) } (13)
Inerentemente le & grandezze G (di cui la G={Gas;a=1,a}) e le {R*ncR*;m=1,1},sihala
szl,ﬂ%(% Ge ﬁam F)@% Ge szl,ﬁa(mam) } ( 14)

di cui la [l={"n.V.U} e che ¢ conforme al sottintenderne le szl,ﬁ({ GeR'm })=>—|E@ e {Ge
Umetm(Rm) t——Eg.

L’accezione [ )= della (14) porta le

{RNR=D;V {a,b}c{m=1,m} } > {(1Ge Rt Ge R 1=E2;V {a,b} = {m=1,m} }

R NR=Trae (m=1m};be {m=1,m} } & { -1 m(R'0)=D} 2 { -1 GER'm N=Ee}  (15)
Da: GeR* (dovuta all’essere le G & grandezze), e £(GeA,GeR* / Pa,Ps /(2.1.1.7)); /E(geé,geﬂa/
AB [(5)); BAR R mm=1,m [(14)); segue

{geat={cealgemt={ceatrice®*te{ Geanm®t (16)
Da: £(G /s /{seA}=—{seA}.sez.2.2); Ge {aU—A} dovuta a (2.2.20); £&(—A /A /(16)); &a/a/
—"A=—ANR" sez.2.4.1); segue

1GEA = GEA GE—A 34 Ge =ANT =1 Ge—"AT (17)
Si pone la R*cR* che porta la £(a [ /(2.4.1.1)). Da: questa; £(R*—"R* /ﬁam;m=1,ﬂ% /(14));
AR [ [(17)); segue

1GeB 134 GERU—" R 131 GeR* T Ge—"R* 134 GeR U4 GeR* (18)
Da: &a fa [(2.4.1.1)); ZR* /a [(17)); segue

1GeR R =1 Ge—"R =1 GeAr=—1GeR* (19)
Sihala

{Sa=1—An,S5=1+Ap,1a=5—Ap,15=S+Ax } = { {SASS<Sp } > {1a<r<13} } (20)

poiché il suo primo membro consente di dedurre ognuna delle {r>r,,r<rs} dalla rispettiva delle



ARGOMENTAZIONI ANALITICHE DI PROBABILITA E STATISTICA 31/100

{s<sp,s>ss} € viceversa.

Si considerano la grandezza G e le {Rnc®';m=1,8"}. Si pongono la Ec=} GEUmet m(Rm) F——Ege,
che portano le £(GeRm!,Emm &, Emm /(1 1)) £QGeR't,Emm J&m,Emm /(1 1)) e quindi la
M<\/1n:1’g§(G ezm)>:Umzl’gﬁ(M</\m:1,ﬁ(E1nm)>. In base a Clb Si ha la M<\/1n:1,gg(Emm)>:4+§ i Cul 4 c E
sono rispettivamente costituiti da elementi che hanno o non la proprieta di essere elemento di
almeno una M(Ap=im(Eam))M{(Am=1 m(Epm)) di cui la {a,b}c{m=1,m}. La definizione di ogni
elemento di B fa intervenire un solo valore di G, e percid esso ¢ anche un elemento di M(Eg). In-
vece la definizione di ogni elemento di 4, quando vale la [{(&mm;m=1,8s), generalmente fa inter-
venire almeno due valori di G e percio esso non puo essere anche un elemento di M(Eg). Coeren-
temente con cio si ha la M(Eg)C M(V =1 m(Emm)) che, per la £(Eg,Vm=1 m(Emm) /A,B / (6)) (e le Ec=
% GEUm:l,ﬁg(ﬁm) } EmmE% Geﬂm }), pOI‘ta la

% Geum=l,ﬁa(£m) F=>\/m=l,ﬁ%(G€£m) (21)
di cui le $ GEUmet m(Rim) t—3—Ege € Vinet m(GERm)——Ege, (¢ rimanendo quanto testé valido an-
che quando vi si sostituissero le G € {Rm;m=11} con le rispettive G € {R*m;m=11a}).

Si pongono le

a(e)={il £ & individuato univocamente} [Bp(E)=1E ¢ accadutot Ba(E)=1E accadrar B(E)=BalE)
mri(E)={la potenzialita che la 5 ha di essere la modalita con cui accade E}

VE=ATLE)=TKE); V {a,b} c{i=1,4} } CE)=CalE)={U(E)NBalE)\V(E)} (22)
di cui le 5ee={5;i=13} 0={p.V.c} 1t(E) F=>E@>(E>EE e la P=3 Pt se E & sostituito da 2.

Da: 4@5(5) —E; A/N\B={A/N\B | S.s} dovuta al sottintendere la S.; (7); segue %(C(A)A@XB) —>
{AABI= AAB | Saat—{A=B che (perla(2.1.1.1)) porta la {—% EAYNEEB) 1V A=B F} e quindi la

—IHEA)NEB);A£B} (23)
Si hanno le

A=t m(€(&m))=2I(emm=1,8) { An=tm(E(Em) = A m=1m(Em))} Ameta(E(Em) DE(Nmet m(Em)) (24)
la cui seconda ¢ deducibile dalla prima.

3.2 La probabilita.

La probabilita di un evento € la potenzialita (cio¢ la virtualita) del suo accadere. La JO(g) ¢ la
probabilita dell’evento E, e ¢ una grandezza definita nell’intervallo [0,1] ai cui estremi inferiore
e superiore afferma rispettivamente 1’impossibilita e la certezza dell’accadere di . In conformi-
ta a cid si hanno le P {10@ =1} {10@ ~PH=0} =P (10 —PH=1}{10¢ PH=0}. Si
sottintende la JO(P)=10( Pt),

La J9(e), quando la B{E) &€ un’ipotesi, ¢ anche la credibilita dell’accadere di £, poiché in questo
caso tale credibilita coincide necessariamente con la potenzialita dell’accadere di E. Inerente-
mente questa accezione di credibilita, il valore dell’informazione fornita dalla JO(g) cresce con
‘(E)—O.S , poiché le JO(e)=1 e JO(e)=0 indicano rispettivamente 1’accadere o non di €, mentre
laJ®(e)=0.5 induce la piu totale incertezza sull’accadere di E.

Si pongono le

plaB)=aanB)/ouB) {p(aB)=aa)/ouB);VACE} (1)
la cui coerenza ¢ resa evidente dalla {AcB}={A=AmB}, e di cui ¢ sottintesa la P{Pa,Ps)=
03 Pt Pu t)=p( Pa 11 Pe)=p(PA Pst).

La (3.1.4) mostra (giacché se ne sottintende la S.2) che un 4 A |st puo accadere solo come una
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delle modalita che costituiscono anB. Cio e la £(B / E / (3.1.22)) portano le

()= 0(a | B)=p(als)} 10(a | t(e))=p(alB) )
Da: A=Y A | B¢ dovuta alle AcB e (3.1.6); €(B) e prima delle (2); segue IPM
(06(a)=10(a | B)=p(alB)} < {t(B),AC B} 3)

Da: B4 a={A | B} ¢ (dovuta a E(A,B /TPA,% Pt /(2.1.1.7))) e 8 (dovuto alle {E€(B) r—B ¢ €(B));
t(B) e prima delle (2); segue 1PM

16(a)=10(a | B)=p(alB)} = t(B) )
che puo sostituire vantaggiosamente la (3) e la prima delle (2).

L’utilita delle (2) e (4) non ¢ limitata al caso del sussistere la €(B), poiché ¢ evidentemente pos-
sibile accettare delle

(< | Evi=plals) €(v)=> 100)=10(x | v)=p(alB)} (5)

1cul {X,Y} siano sufficientemente simili ai {A,B}.

3.2.1 Alcune espressioni notevoli.
In questa sezione sono ottenute delle espressioni per grandezze del tipo p{aB), sottintendendo
(in conformita alla (3.2.4)) che I’espressione di una p{als) esprime anche JO(a) se ne vale la €(B8).

Le # modalita {s;i=1,#} che costituiscono E, possono essere considerate altrettanti eventi di cui
la {g=m(s)cEo(E)=1;i=14}. Da: #&ge/aB/(3.2.1) ¢ BCE; oE)=1; segue p(&IE)=
W &Y oE)=1/9KE).

Da: &#(~nB,B /A,B /(3.2.1)); M(anB)NB=AN{BNB}=ANB (dovuta alle M(aNB)=AMNB e
Hass /A8 /(2217); segue plansiB)=ai(anB) B a(B)=0(aNB) B)=p(aB).

Da: (3.2.1); M(a | B)=ANB (dovuta a (3.1.4) e al sottintendere la S.s); M(A | B)C B; segue
plam)=oa(ans)ag)=am(a | B)aa)=oiial m)nela@)=p(a | els) (1)
Da: (3.2.1); BC A e (2.2.12); segue IPM {p{AB)=9KANB)/o(B)=o(B)/o(B)=1} < {BCA}.

Da: (3.2.1) e &(—a8/AB/(3.2.1)) (e —E=M(—E)); £anB,~ane /A8 /(2.2.13)); #as [a.a ]
(3.1.8)); segue

plaBH+HP(—AB)=(9KANB)+ —ANB)) aB)=o( {ANB}+{ —ANB})/aB)=o(B) o(B)=] (2)
Si pongono le x=M(x) e Y=M(Y). Da: £(x,A /A,B /(3.2.1)) e XCA; X&Y e ASB in quanto por-
tano le rispettive 9(x)=9KY) e 9(A)=9(B); £(Y,B /A,B / (3.2.1)) e ycB; segue IPM

{PiA)=at(x) o A)=Kx)/9(B)=P(¥|B) } &= {XC A, YC B, XY, ASB] €)

segue IPM
{p{aic)=aanc)/oC)=o{ANB}NC)/9(C)=oUAN{BNC})/9C)<oUBNC)/9UC)=P(B|C) | =

{a—B} 4)
Da: £(c /B /(3.2.4)) e €(c); (4) e A—B; £(B,C /A,B /(3.2.4)} e €(c); segue IPM
{10(a)=p(aic)<p(Bic)=1(B)} = {A—B,E(C)} (5)

Da: (2.1.1.1); /E(% :PAH Py H Pt /A,B,C /(4)) e /E({ —Ps H —.:PAH Pt /A,B,C /(4)); segue
(AP PP} {3 Pat—A Potid —Po 133 = Pa £} 2 {0 PAP)SP( Pl P);(—Pol PI<p(—PAP)}  che
mostra come un 3P PsPs) (la cui P4 ¢ un’ipotesi) implichi una credibilita di P, generalmente
minore di quella di Ps.

Da: £(AC /A,B /(3.2.1)) AE(B,C /A,B /(3.2.1)) e {Acc,BCcC}; ASB in quanto porta la 9a)=
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o(B); segue IPM {p(AIC)/p(BIC)=aA)/oB)=1 } < {ACC,BCC.ASB}.
Da: £(anB,C /A,B /(3.2.1)}; M(anB)NC)=AaN{BNC} dovuta alle M(ANB)=ANB € E(A,g,g/
A,B,C /(2.2.17)); B=BNC dovuta a BC C; segue IPM

{p{amBC)=a(M(anB)NC)/ U C)=(aUAN{BNC})/9(B))-(9UB)/ 9K C))=

(s{anB)/ouB))-(94BNC)/ o C))=p(AIB)-P(BIC) | <= {BCC} (6)
Le acce £(B,A /A,B /(6)) portano la p{anBc)=p(B|a)-p{a|c). Cio ¢ la (6) portano la
{acc.Bcci 2 {p(AanBC)=p(AB)-P(BIC)=P(BIA)-P(AIC) } (7)

La (6) ¢ generalizzata come segue. Si ha la ITiwm(9 M m=1,i-1(Em)))=Ili=1,m-1(9{Nm=1i(Em)))=
i1 (90 et )/ it () Y= Tl (et ()it m(Em)) che pora

U et ()Y =90 Tl (O vt ) 1 (Em)) ®)
Da: A wmeriEm) [ Tii(saw) /(2.1.2.2)); EEAmei(En) /a8 /(32.1) e (3.1.9); segue
N Nm=1,i(Em))=9UEiNNm=1,i-1(Em))=9(Nm=1,i-1(Em)) P(Eij m=1.i-1(Em)). Da: Eicc; AEi,C/AB
(3.2.1)); segue ou(En)=0uEiNC)=p(E1IC)-9UC). Da: Mt m(Em)C dovuta a ErCC; (et n(Em).C /
AB[(3.2.1)); segue 9 Nm=1.m(Em))=9¢m=1.8(Em)NC)=9(C)-P{m=1,m(Em)|C). L’introduzione
nella (8) di queste espressioni delle 9 Nm=1i(Em)) 9UEI) € 9 Nm=1m(Em)), porta IPM
{P{Nm=1,8(Em)|C)=P(E1,C) [Tiz2ma( P(Ei} Mm=1,i-1(Em))) } <= {E1=C} che generalizza la (6).

Da: £{auUB,C /A B /(3 2.1)); M(auB)=AUB e ZE(C,A,B /A B,C /(2 2.18)); &E(ANc,BNC /A B/

(2.2.15)); {ancin{Bnc}={anB}Nc che si deduce dalle (2.2.17)); segue
p{auBc)=a(cNM(aUB))/o(C)=a({ANC} U {BNC}) o C)=
(UaNCH+aBNC)-a{ANCIN{BNC})) oK)=
(aanc)+9BNC)—a{ANB}NC))/9KC)=p(A|C)+P{(B,C)—P{ANB,C) 9)
Da: AUt s(Em).C /a8 /(3.2.1)) e (3.1.9); }E<G {Emm=Lg} /c,{Asi=id} /(2.2.28)); BEnCm=1,2/
Ann=18 /(2 2.36)); Z(C,{Emcpa;a=l, c} C,{Ai;i=1,3} /(2 2.28)); Ma=1.c(Emie,b.a))=M{Ma=1,c(Em(c,b.a)))
€ E{Na=1,c(Em(c,b.a)),C /A B /(3 2.1)); segue, come generalizzazione della (9), la
P{m=1,m(Em)C)=9Im=1,m(Em)NC)/ 0 C)=9K Im=1 m(EmC))/9UC)=
Ze-tan((=1)° Zomt im0 (O Mam1 o Enmie by C))/OUC)) )=

St (1) Bt 5mc)(OUMa=1 cEmieb.) NCYOUC) == tanl(—1) " bt sm ) (O a1 (Emieba)|C))) (10)
Da: P- (detta in sez. 3.1) e (10); segue IPM

{P{Um=1.m(Em)C)=Zb=1,5m.1)(P(Em(1 6.1 C))=Zm=1.m(P(Em(C)) } < Pe (11)
Da: seconda delle (3.1.8); £(3ANBIUAAN—B! /umzl,ﬁ(rzm) /(1 1)) e {amBIN{an—B}=J;
BcC e (6); segue IPM

{p(alc)=p( AnB U AN—B re)=p(AnBIC)+P(an—BIC)2p(AlB)-p(BIC) (B C} (12)
Si pongono le {pm;m=1m}={m=1m} e E:=Unom(Epm). Da: (2.2.26); £{Epq),E /A,B /(9)); segue
P(Um=1,m(Em),C)=P(Ep(1) IE1C)=P(Ep1) C)+P{E1IC)—P(Ep(yMELCT) (13)

Sommando alla p{EpiC)>p(ExnMEIC) (resa evidente dalla 9K(E p1yNC)ZI{E pyM(E1)} NC))
la P(Um=1m(Em)|C)—P{EpyC)=P(E1,C)—P{EpyNEiC) che segue dalla (13), e introducendo la E;=
Um=2.m(Epm)); s1 ha 1a p(Um=1m(Em) C)ZP(Um=2m(Epm)/C) che mostra il non diminuire di un
P(Um=1,m(Em)|C) con ’aumentare di sa.

Le Epcc e E(El,Ep@)/A,B /(6)) portano la P{EiNEpnyC)=P(EiEp(1))-P{EpyiC). Introducendo
questa nella (13), si ha la P{Um=1m(Em)C)=P{Ep1)IC)+P{E1,C)—P(E1Ep1)y-P{Ep(1)iC) per cui la
P(Um=14(Em)|C) € non decrescente con P{Ep1)C) S€ E p(1)CC.

Da. SCCOl’lda delle (3.1.10) e {EQE;EZUmzl,g(En]),TE}; AE(U]n:]’ﬁq(EmmE),E /uln:],gq(Em),G /(11)>
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€ Pe; EmCE (dovuta a E=Un=i m(Em)) € £(E,Em,= /A,B,G / (6)); segue IPM

{P(EIE)=P(Um=1. m(EmNE)|E)=Zm=1 s P(ENEM|Z))=Zm=1 s P(E[Em) P(Em|E)) } &=

{ECE(E=Un-1 m(Em); Pe} (14)
Le EcE EncE (di cui la me{m=1,m}) e la EEEE //_\,B,G /(7)) portano la P(EnE)=
P(EEm)-PERME)/P(E|E). Questa e la (14) portano la

{P(EE)=P(EEn) PEREY Enret n(P(EEm) PEME)) o {ECESE= Ut m(Em); P}

che ¢ il teorema di Bayes (di cui nei [14] [15] e [20]).

4 LA DENSITA DI PROBABILITA DI UNA VARIABILE CASUALE.

4.1 Il campione, ’'universo, la frequenza relativa.

Un insieme X (di cui la ¥={Xn;n=1,8}) ¢ un campione di un insieme X (che ¢ percio detto
I’universo di X) e si indica cid con la X=e(X), se verifica la {{,eX;n=1,8} e se la oX) ¢ tanto
piccola da consentirsi la conoscenza di ogni J;,. La determinazione di un campione ¢ ’attivita
sperimentale costituita dall’individuare e rendere noto ogni suo elemento.

Di solito I’interesse applicativo di quanto ¢ inerente una X=ec(X) ¢ dovuto all’essere la 9¢(X) tanto
grande da rendere impossibile la conoscenza di tutti gli elementi di X.

Generalmente un X ¢ un campione di piu universi, nel senso della M- x(X=ec(Xk)) con k>1. La x=
e(X) afferma che X ¢ determinato quando ¢ possibile determinare soltanto un campione di X. Una
tale X=e(X) ¢ evidentemente compatibile con la Ay x(X=ec(Xk)).

I1 contesto nel quale avviene la determinazione di un X, ne identifica univocamente il X che verifica
la X=e(X), a fronte dell’ineluttabile restrizione del potere individuare un tale contesto soltanto per
mezzo dell’associargli quelli tra i suoi attributi che sono noti allo stato attuale delle conoscenze.

Un X € un campione casuale di X e si indica cid con la X=r(X), se sussiste la X=e(X) e se I’individua-
zione di ogni X, avviene quando ogni elemento di X ha la stessa probabilita di divenire un tale X;.

A fronte del potersi avere un qualsiasi oggetto come un elemento di un X, si ammette (in quanto
permane compatibilita con cio che ¢ in argomento) sempre possibile stabilire una X<R di cui la
RcHR'. Questa X<>R consente di considerare al posto di ogni X=e(X) una corrispondente R=c(R) di
cui la X<k, e quindi di sottintendere (come si fa nel seguito) che ¢ un numero ogni elemento di ogni
universo. Cio e il carattere sperimentale della determinazione di un X ne portano la { |Xn ‘ #oo;n=1,8}.

Ancora per il non avere impedimenti con quanto in oggetto, la numerosita illimitata di un X ¢
considerata allo stesso modo sia quando un tale X ¢ discreto (cio¢ numerabile come ¢ per esem-
pio I'universo costituito dalla successione di tutti i numeri naturali) sia quando un tale X ¢ piu
che numerabile (come ¢ per esempio 1’universo costituito da ogni elemento di un [a,b]): la nume-
rosita illimitata di ogni universo ¢ posta uguale al lim;—«(fi) il cui i € un intero e di cui I’evidente
liMison(ii)=00. Cio, le {ou(xi)=limaa(fi);k=1k}, e la (2.2.29), portano la 9Tl x(xk))=00".

Si hanno, intendendo la Xix={Xin;n=1,9X1)}, le

{Hord=osk=1Jeb, > A B} =1, 0tsk=1 e} o { k=1 Je}=r (k=1 Je), ez (sysk=1 e}
{xck=1k}=r&ck=1%)} 2> 1(0ck=1k) (1)
dove Axn € Bka sono rispettive individuazioni di k e Xk, che verificano le k=r(k=1k) e Xin=r (Xk).

Inerentemente un campione X si hanno, come le caratteristiche piu notevoli della sua descrizione
e in quanto ¢ un insieme di numeri reali (e conformemente alle convenzioni simboliche poste in
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sez. 2.2, quali le (2.2.1)), le seguenti grandezze: i min{X) e max{x); il valore medio (o media)
m{x) che ¢ il numero pitl rappresentativo dell’intero x; la devianza d*(x) di cui la d(x)=(d’p)"" e
che ¢ una misura della variabilita dei X; la varianza v(x) e lo scarto quadratico medio (o devia-
zione standard) v(x) di cui la v(x)=(v*y)"’, i quali sono misure della variabilita media dei X; il
coefficiente di asimmetria m((h—my)’;n=1,8)/V’y, che ¢ tanto piu positivo quanto piu la variabi-
lita dei {x [x >my;XeX} ¢ maggiore di quella dei {x /XSm;i;Xe}g} (e viceversa ¢ tanto piu nega-
tivo); il coefficiente di curtosi m((Xn—m§)4;n:1,ﬁ>/v4£, che aumenta con la maggiore rapidita con
cui aumenta la numerosita degli elementi di X piu prossimi a my. Inoltre un’importante proprieta
di un x ¢ la sua frequenza relativa F(x), definita dalla

PEO=Fe(x)=ou(x Lrsx et/ o) &)
di cui la xe$R', la cui Fx(x) ¢ la funzione di frequenza relativa di ¥, e di cui (essendo a<b) le
Pr@)<F2(b) {Fx(0) [ x<min()}=0 {Px(x) [ x2max()}=1 Fx(b)-Fela)=oux [a<iz<b;xex)/onz) (3)
Una parte contingentemente interessante dell’informazione contenuta dalla fx, ¢ ottenibile per
mezzo di un istogramma della frequenza relativa, che si stabilisce a partire da una scelta arbitra-
ria di N; numeri {x;;i=1,N;} di cui la {xi<xis1;i=1,N—1}. Questo istogramma ¢ costituito dai N—1
rettangoli individuati dai rispettivi {AXi,fxi;i=1,Ni—1} (di cui le Axi=xi;1—Xi € fxi=Fx(Xi)) in quanto
AX; e fxi sono le misure della base e dell’altezza del i-esimo rettangolo.

Uno scopo affine a quello di questo istogramma ¢ perseguibile anche con un istogramma della
densita di frequenza relativa, che si ottiene dal precedente sostituendone i {fxi;i=1,N—1} con i ri-
spettivi {dyi;i=1,N—1} di cui le dgi=Afxi/AXi € Afyi=fxin—fxi.

Questo secondo istogramma consente, nel caso delle x;<mMIiN{X) e Max{X)>xxq (come si sottin-
tende nel seguito), e se ¢ abbastanza piccolo il A di cui la A=max(Ax;;i=1,N;—1), una visualizza-
zione qualitativa delle anzidette caratteristiche di X: mx ¢ approssimato abbastanza bene dall’a-
scissa del centro di forma (ossia del baricentro) dell’istogramma; v’y ¢ maggiore quanto I’altezza
dei rettangoli piu vicini a My ¢ minore rispetto a quella dei rettangoli piu lontani da my; il coef-
ficiente di asimmetria ¢ nullo se le due code dell’istogramma sono uguali, e ¢ tanto piu positivo
quanto piu la coda destra ¢ piu lunga della sinistra (e viceversa tanto piu negativo); il coefficien-
te di curtosi aumenta o diminuisce con una forma pit 0 meno appuntita dell’istogramma.

Si considera un xdi cui la x={x;r=1,#}cX e la cui numerosita £ ¢ massima compatibilmente con
la {x<x-i;r=1,8—1}, avendo percio la

X={{x;n=1Ng};r=1%} 4)
di cui la Ng=o(Xx /X:)(I;Xeiz"). Si pongono le xp=—00 e x+=00 che, in base alle seconda e terza
delle (3), portano le Fx(x0)=0 e Fx(z+1)=1. Da ci0 seguono, intendendo la {Fx=Fx(x);r=0%£+1}, le

{Px(X)=Fx0; VX E(X0,X1)} {Fx(X)=Fur>Fgr-1; VX E [N, is)s1=1 %} )
Le (5) portano valida per re {r=1,8} la
i 5-(F(3))=F 061 M4 (F(X))=F £(6) (6)

Questa mostra (in base alla £(Fx(X),x / f(x).x / (2.4.2.9))) ognuno dei {x;r=1,} come un punto
singolare per la Fx(x) e quindi, unitamente alle (5), mostra la Fx(x) come una funzione general-
mente continua in &' a causa di tali punti singolari. Nonostante queste # discontinuita la Fx(x) &
monodroma e percio ne vale la

e (dF=Fx(b)~Fx(a) (7)
che, per le Fx(—0)=0 e Fx(c0)=1, da luogo alla jf(X}(—oo)f(X)(oo)(dF)_ﬁ):l.

La x(Fy) verifica, compatibilmente con la Fx(x), la
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{x(F)=x;VFz€ (F1,Far)sT=1.8} (8)
e ¢ generalmente continua in [0,1] a causa dell’avervi i {Fx;r=0,%} come punti singolari dove
non ¢ monodroma giacché vi assume tutti i valori: di (—o0,x7) in Fxo, di [X, 1) In ognuno dei
{FXr;r:1,¥—1}, edi [)@,CX)) in Fxe.

Cid, la xo(F=(| x(Fp) | £x(F)/2, € le d=Uim(dy) ACE=[Fr1,Fu] Far124r Fxrgdr, portano la
Exp(Fo),[0,1], {Frrr=0,8}, 4 [F(x), Fois,i /(2.4.4.37)). Da: questa e la {xp(F2)>0;VFze[0,1]}; la
{1x(Fx) f?ﬁOO;VF;XEA.} —{Xp(Fx)#0;VFred} e I’esserne valido il primo membro come conseguen-
za della }8); segue Jo,(xp(Fo)-dF)=limi011(Li(xe(Fy)-dF )£, Da: questa e la &(x(Fy),[0,1],{Fx;
1=0,£},4/ f(x), I 15,1 / (2.4.4.37)); 4=Ur=1dr) [0,1]1= U= (Er) AiCEr € {Adandp=V {a,b} {1=1%}}
¢ (2.4.4.20); b; A r Frer# dr Fin dr € (8); b (P Fiee [F@), () [(7)); segue

Jo. (x(P0)-dF )=limisg0,1(La(X (F)-AF ) =liM Litryrr g 501, (Zrmr ity ($(Fi)-0F ) =

St im0y 0Lty (<P AP ) =Ee O i 01520 Lt (AF D) =Ere O (AP ) =Zos 08 (Fier—Fizrr) (9)
L’integrabilita di una y(Fx) di cui le ¥(Fo)=y(x(Fy)) y(x)eC’(R"), ¢ trattabile analogamente a
quella della x(fx) che ha dato luogo alla (9), ottenendo cosi la Io’l(y(F)_g')'dF O=2=1(Y(O0) (Far—Fxr-1))-
Questa e la y(x)=(x—mj)* portano la

Jo1(x(F2)~Mp)*dF ) =Zem1 (6 —Mp) ™ (Fir—F 2r-1)) (10)
La (4) porta la

Zn-ra(f (Hn)=Zi=1.(Ngr - f () (1)
Da: {Fu=F(6);r=0+1}; £ i, [a,b [(3)); (4); segue

Far—F i =F ()~ Fr(1 )= | X < X< XX )/ =Nygi/a (12)
Da: &% /A [(2.2.1)); f(x)=x e (11); (12); (9); segue

My=2n=1,a(¥n)/B8=2r=1 £ Ngr/B)=2r=1 £ (Frr—F 1 ))=I 0,1(X(Fx)-dfy) (13)

Da: £(x /A [(2.2.1)); fx)=(x-my)” e (11); (12); (10); segue

Vir=Znmt o (n—M)) =t { (M)’ Nire/8)=Zrm1 o (5—M) ™ (Fie—F 1)) =lo1 (x(Fr) M) dFz) (14)
Si chiama x5 1’ascissa del baricentro del suddetto istogramma della densita di frequenza relativa,
avendo percid la xs=//(x-dx-dy)/mis() dove I & un tale istogramma (e le x e y sono I’ascissa e
I’ordinata del piano cartesiano che lo contiene). Da: cio, e I’applicazione delle (2.4.4.20) e
(2.4.4.32) (e la a’—b’=(a+b)-(a=b)); dzi=Afxi/Axi; Zicin-1(Afzi)=1 (dovuta al sottintendere le
xi<MINx) e max{x)>xnw); b; (13); segue

liMaso(xs)=limaso(Zict xay-1(27 (Xit14+Xi)- AXi-dii )/ Zict nay-1(AXi-di))=

liMacso(Zict xy-1(27 -(Xis1+%i)-Af 21 )/ Zictxay-1(Af i) )=liMasso(Sic nay-1 (27 (Xi1+Xi)- Afxi) )=

et (N (Frr—F—1))=My

la cui mz=lima_,o(xs) mostra I’anzidetta proprieta per cui xp approssima abbastanza bene my se A
¢ abbastanza piccolo.

La densita di frequenza relativa di X ¢ la ®(X) definita dalla D(X)=9x(X)=Fx'(x) la cui ®x(x) ¢ la
funzione di densita di frequenza relativa di X. La prima delle (3) e la £(Fx(x) / f(x) /(2.4.4.1))
portano la 9x>0. La 9x(x) ¢ in &' (che ne ¢ I’insieme di definizione) una funzione generalmente
continua, di cui la {9x(x)=0;Vxe(x,x+1);1=0,£} e che ha in ogni x (di cui la xe {x;r=1%}) il
punto singolare dovuto al non esservi definita poiché non ne esiste il liMy_xr)((Fx(X)—Fx(x))/(X—x))
come ¢ evidenziato dalla limysx-((Fx(X)—Fx(x))/(X—x) )J=00Al iMoo H((Fx(X)—Fx () )/ (x—x2))=0.

Le proprieta del campione X, che sono state stabilite in base alla sola sua identita di insieme di
numeri, valgono anche per I'universo X (di cui la X=ec(X)) ma con le diversita dovute all’aversi
sempre la 9z#00 mentre la 9i#oo pud sussistere o non. In particolare la frequenza relativa di X ¢
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la F(X) definita (conformemente alla £(X /g / (2))) dalla
FO=FR(X)=9 /XSXK €/ (15)
di cui la xet' e la cui Fx(x) ¢ la funzione di frequenza relativa di X. Inoltre la densita di fre-

quenza relativa di X ¢ la 9(X) definita (conformemente alla £(X /g /@X:@X(X)E? ¥'(X))) dalla &x=
Dx(X)=Fx'(x) la cui 9x(x) ¢ la funzione di densita di frequenza relativa di X.

Le fx(x) e ®x(x) possono, diversamente dalle Fx(x) e ®x(x), essere continue in un rispettivo sot-
toinsieme di $t', essendone la 9= condizione necessaria ma non sufficiente.

Da: (15); £(Fx(x) /f(x) /(2.4.2.9)) e Fx(x)eC*(x); £(x /x /(15)); 1a definizione di un limite a sini-
stra (e in particolare la x<x da essa implicata); segue IPM

{003 [3<x;% € 3X)=0tFr(X) =00 iMoo (Foe(00) )=l iMon (90X /3 <X € X))=0u(X [x<x;X e X)) <=
{Fx(x)eC’(x)} (16)
Da: (15); (16) Fx(x)eC’(a) e Fx(x)C(b); segue IPM

(F(b)~Fr(@)=(aux [x<b:x eX)-oX /X <a;xex))/ou=auX [a. 3 bx eX)om) <
{Fx(x)eC(a),Fx(x)eC’(b)} (17)
di cui le ./ i={<V.<} e L ={<.V.<}.

Da: E(Fx(x),02(X),[a.b] [fX).f' (X).xx [(2.4.4.6)) (conforme alla Dx(x)=Fx'(x)), e (2.1.1.3);
I’essere la Fx(x)eC'([a,b]) sufficiente per applicare al [reo ranm)(f(Fx)-dfFy) il metodo di inte-
grazione per sostituzione basata sulla Fx=Fx(x); segue

{22(x) € C'([a,b]) } 2 {Fx(x) € C'([a.b])} = {rwiaran (fFo)-dF )=lus(fFx(x)Bx(0)-dx)}  (18)
Si pongono le {IMInX)}>{F=min(X)} {—IMINX)}c>{*=—0w} {IMaxX)}c>{¥=max{x)}
{—Imax) o (=m0} %42 e B={px(x)eC"((3:,%])}. La (15) porta le prime due delle

{Fr(x)=0;Vx<%} {Fx(x)=1;Vx>%} {Dx(x)=0;Vx¢[%%]} Dx(x)€C((—0,%)U(,%)) (19)
la cui terza segue dalle prime due, e la cui quarta segue dalla terza. La quarta delle (19) porta la
2 {91(x) € C((—o0,3)(%,0))} (20)

La (15) porta la limoosx—(Fx(0))=0. La limo_x+(Fx(0))=Fx(%) segue da (15) 0 £(Fx3 [Frx /(6)).
Da: D(0)>0, e E(Dx(t),[x,3],3 /F(x), Fuis /(2.4.4.37)) dovuta alle x<3¢ e ultima delle (19); £(x,0,1 /
a,b,f(Fx) /(18)> (che & conforme alla (2.4.2.5)), e 9x(x)eC"([x,0]) dovuta alle x<3% e ultima delle
(19); £(Fx,x,0 /Fi(,a,b / (7)); lime—s—(Fx(8))=0, Fx(x)=0 dovuta alle x< e prima delle (19); segue IPM
{Tx(@x(0)-dD)=limg - (fx o(@x(1)-dt))=limo - (e reoo(dFx))=lime - (F2(0) - Fx(x)=0} « {x<3#} (21)
Da: (2.4.4.22); (21); segue

[ e (x(x)-dx)=liMg oo 2(D(x)-dx))=0 (22)
Da: (2.4.4.22); 9x(x)20, e A(®x(x),[3,0]:3% /f(x), 915 /(2.4.4.37)) dovuta all’ultima delle (19);
terza delle (19); segue

[t oo(®2(%)-dx)=liMeso0(Ji2.0(D(x)-dX))=liMoen(liMasie+ ([0.6(Dx(x)-dx)))=0 (23)
Da: Dx(t)20, e E@x(0),[%,x12 /F(x), Iis [(2.4.4.37)) dovuta alle x> 2 e (20); £Ox,1/a,b,f(Fx)/(18)),
e 9x(x)eC([0,x]) dovuta alle x>% 7 e (20); A(Fx,0,x /F »a,b / (7)); lime—s+(Fx(0))=Fx(3%); segue IPM
{32 x(®(t)-dO=lime s (fo.x(Rx(t)-dt))=limo e+ ([0 F e (dFx) )= Fx(x)—limo s+ (Fx(0))=

Pr(X)—F(¥) } - {X>%, A} (24)
Da: £(Fy% [f,x [(2.4.2.9)); liMoss(Fx(0))=0 e liMo_x+(Fx(0))=Fx(%); segue
{Fx(x) € C() } 2 { liMos2(Fx(0))=liMes3c+(F(6))=Fx(38)# o0} &> {Fx(3)=0} (25)

Si pone la Py={Fx(%)=0,7}. Da: E({Fx(x).2x(X),(&x%] /fX).f'(x).Xx /[(2.4.4.6)); (25); prime due
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delle (19); segue

P> {Fu(3)=0;Fx(x) € C((%.%]) } 2 {Fx(x) € C'([3,5]) } &2 {Fx(x) € C"((—o0,0)) } (26)
Da: E®5%x [f,a,b [(2.4.4.23)); x<% € (21); Fx(X)=0 ¢ (25); segue IPM

{Jex(Dx(0)-dO)=—[ 2(Dx(1)-dt)=Fx(x)—liMp s (F(0))=Fx(X)~Fx(3%) } &= {x <%, Fx(3)=0} (27)
La prima delle (2.4.4.22) porta la [:(9(x)-dx)=0 ¢ quindi la

{Fr(3)=0,x=3} 2 {2 (Px(0)-dD)=Fx(x)~Fx(¢)} (28)

Da: (2.4.4.22); £(04,0.x,% [f.a,b,c [(2.4.4.23)); 20 [x [(21)); (24) (27) (28) € Py; segue IPM

(o x(@(t)-dO)=limMg—-c(Jox(Px(t)-dO)=liMos oo 2(P(x)-dx))Hsex(P(8)-dO)=lx(Dx(D)-d)=
Pr(X)—Fx(¥)} < Px (29)
Da: (17), Px e (26); &b /x [(29)) £a [x [(29)) e Py; (2.4.4.23); segue IPM

{0/ a. by e XY ot=F (b)—F (@)=l s (Dx(X)-dX)—Jse.a(@(X)-dX )= e D(X)-dX ) H e o(D(X)-dx)=
Jap(Px(x)-dx)} =P (30)
Da: additivita dell’integrale; (22) e (23); £(% /x /(29)) e Px; Fx(3%)=1 (dovuta a (15)); segue IPM

{J e (D))=l ot s D)%)+ s (Dx(X)- )+ (D)%) e s(Dx(x)-dx)=F(3)=1} =P« (31)
Da: b; (13); b; Fx(®)=0 (dovuta a Py), Fx(2)=1; liMox(Fx(0))=Fx(%); £(0%xX(Fx) [ab.f(Fx)/
(18)) e Py e x(Fu(X)=x; Ex-x(x),[%%],% /f(x), Huis [(2.4.437)) (dovuta a Py); additivita
dell’integrale e terza delle (19); segue 1PM

{ME)=liMz (M) =liMigs(Jo,1 (X(F2)-dF 2))=lo.1 (x(Fx)-dF 2)=Jr 0,760 (X(F)-dF )=
limo-sse-(Jro )76 (X(Fz)-dF) Y=limosser(To:(x D(x)-dx))=rese(x-D(5)-dx) = o(x-Px(X)-dX) } =P (32)
Sostituendo, in questa deduzione della (32), i m (13) e x(Fx) con i rispettivi V> (14) e
(x(Fx)—my)?, si ottiene la

VEGEO=IM (v 2)=Jo1 (X (F)~Mi) dF)=lese (x—Miz)* D) dX) = on o (x—-Mp)* Dx(x)-dx)} =P (33)
Nel seguito ¢ sottinteso che per ogni specificazione di X vale la corrispondente specificazione di P.

4.2 La statistica, la densita di probabilita, la variabile casuale.

Per il x (di cui le Xx={Xu;n=1,a} ¢ X=e(X)) si ha la geI(g}z{g/i{Ee@}}, il cui Tx ¢ I'insieme di
ogni campione di X la cui numerosita ¢ uguale a & e quindi ¢ I’insieme di ogni disposizione con
ripetizione di classe & dei 9z elementi di X. [l numero di disposizioni con ripetizione di classe K
di N oggetti & N*. Dunque si ha la ou(Ty)=o1".

Una variabile sy, definita dalla sy=s(X) per cui si ha (conformemente alla £(szs(X) /y, [(5)/
(2.4.2.4))) una x=>sy (di cui la {x=sy}={TxNR"=R(sx)}), & una statistica (detta anche stima) de-
finita sul campione X e inerente ’'universo X. Pertanto una statistica sy ¢ individuata univocamente
da una funzione s(¥) e da un universo X i quali la definiscono per mezzo delle sy=s(X) ¢ X=e(X), ¢
viceversa una tale sy riferisce univocamente i propri X e s(X); seguendo da cio la {X,s(¥)}<>sx.
Si considerano i E(sy) e E(sy) di cui le Esp=1 a<sy<b{ Esx=1 sz Rsin ¢ Es=M(Esp) € Esir=
M(Es(xy). Inerentemente tali eventi si hanno, oltre I’ovvia Es@)E% syeR't, le

Esw={s /a<s<bis=s(2);x=e(0)}={x [ass()<b;x=e(D} Ear={5 /s=s(Diz=e(@)}=Tx (1)
di cui le min{Esg)=min{Rsyx)) € Max{Esuy)y=max{Rsw)), ¢ dove gli ultimi membri seguono dal-
la {s=X;Vs=s(X)}. Nel caso delle sy=s(X)=x e Xx={x| X=e(X);a=1}, si ha la Es(x)=X. Si ha gene-
ralmente la —{Esnc '} a fronte dell’inderogabile [a,b]cR'.

L’essere Esy) un universo come lo ¢ X (ossia la £(Es(x) /);{)), porta che Es(x) ha le proprieta ana-
loghe a quelle di X dette in sez. 4.1. Percio in particolare Esx) ha la frequenza relativa e la densi-
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ta di frequenza relativa che, in quanto analoghe alle fx e ®x, dovrebbero essere indicate soltanto
F(Esw)) € ®(Esw)), ma che invece sono indicate anche (e usualmente) F(sy) e P(sy) poiché, coe-
rentemente con le {X,s(X)}<>sye {X,s(X)}=Esq (mostrata dalla seconda delle (1)), le si vuole
evidenziare anche come proprieta della sy.

La Z(Esu) /g) e I’ultima riga della sez. 4.1 portano la {Fsu(82)=0,9s(x)eC’((sx8x])} di cui le
sy=MIiN{Rsix)) ¢ sx=max{Rsy). Percid per ogni Z£(s /sy) ¢ sottintesa la {Fs(Min(K;))=0,
9:(x)eC°((Min(H),max(FR:)])}.

Da: A(Esw.Esw /A8 /(3.2.1), ¢ EswCEew mostrata dalle (1); £(Esw,Esw Fswdew /
{X/a.l X Lb;X e X}, X, Fg,Px /(4.1.30)); segue

P(Est)|Ese)=9U Esn )/ U Esn)=Fs()(b)—F (@)=l ap(De()(x)-dx) (2)
il cui Es(y) puo essere sostituito da uno dei {4 a<sg<b(3a<sy<bt3 a<sy<b F}.

La A(Fs(x),Psx),Sx /FX,%)X,X / (4.1.29)) porta la

Fa(X)=]ox(®sn(t)-dD)=s( x(Pse(t)-dD) (3)

Le Fs) € Psx sono chiamate anche la probabilita e la densita di probabilita della statistica sy,
poiché la £({Es(x),Esx) /A,B / (3.2.4)) porta la

C(Es) 2 I(Est)=P(EsxiEso) } 4)
il cui P{Esw)|Esw)) € calcolabile per mezzo della (2).

La seconda delle (1) mostra che I’accadere di Esx) consiste nel determinarsi un particolare cam-
pione X di cui le x={xn;n=1,8} e x=e(X), ¢ percio si pone la

Eso=) X=X = (%) =) X=e ()1 (5)
il cui x differisce da ¥ in quanto la sua specifica identita ne implica la determinazione.

Si pone la Dy={Fsux)(x) ¢ derivabile nel punto x} che, in base alla Dsx)(X)=F"sx)(X), porta la Dy=
{il valore Ds(x(x) esiste}. Si considerano i Ex e Ex di cui le Ex=M(Ey) E=M(Ey) Ex=) X<Sy<X+A =
{sge[x,x+A]¢ e EleimAﬁo(Ex)E% sxe liMaso([x,X+A]) t=1 sg=x . Da: questa; £(Ex,X,x+A /Es@,a,b /
(2)); Dy € EF s, st 1.1 [(2.4.4.1)); 9Esie)=liMacsn(fi); £(A /x /(2.4.2.12)); segue IPM

{9 E)=lIMa—0(9U Ex)) =0 E ) IMas0(F s (X+A)—F s (2(X)) =K Esty) lIMa—0(A)-Ps ey ()=

1M 0e(71)-liIMA—0(A) P ) (X)=Ds)(X) } <= Dx (6)
di cui la {x#sx} >Dx che segue dalla Ds(x)(x) € C’((—0,8%) (8x,2)) dovuta alle Ds(x)(x) eC’((sx,82])
e E(Ps(x),Sx /@;,X (4.1.20)). La (6) puo essere sostituita dal solo suo primo membro giacché
questo (come ogni altra proposizione) ha significato se lo hanno tutti i simboli che vi compaiono.

La 9(Es()=lima—«(fl), e il venire meno la distinzione tra reale e intero per un numero che tende
a infinito (come ¢ mostrato dalla lima—.(0)=liMx-«(X) ottenibile introducendo la limy_(x)=
1/limyx—a(x) nella (2.4.2.12)), rendono la natura di 9¢(Es(x)) ambigua tra intera e reale. La (6) com-
porta generalmente che 9(Ex) non ¢ naturale ma reale. Pertanto questi valori assegnati a 9(Es)) €
9 Ex), come pure quello di 9¢Esx)) che si ha per mezzo della (2), non concordano con 1’esperienza
sensoriale per cui la numerosita di un insieme ¢ un naturale, tuttavia essi sono coerenti con il do-
verla trascendere che ¢ implicato dall’essere la 9t(Es(x))=00 necessaria per la 9s¢(x)€C'((sx,8x]).

Da: (6); £:=! sx=xF; b; A(x.Fistp) /G.A /(3.1.17)); segue {9s(x)=0} o {ouE)=0} > {sz=x}
{(xgRs}={xeRsw}{xe-Raw}. Da: questa; b; Ds(x)20 (dovuta a &(Dse) [px/
Px(x)20)); segue {X€Rswn) } ©—{Ps)(X)=0} > {Ps(r)(X)>0:-VeDs(2)(X) <0V Dy f 2= {Ds(2)(X)<0}
e quindi la {—{Ps(x)<0};VxeRsy}. Questa e la {x£sy}—oDx portano la {Psu)(x)>0;
Vxe{Raw—{sz}}}. Si pone la t={[sreV.]'}. La &R /AB/(2.2.23)) porta le t=
B} Ut -Ren} e ENRsw N {tn—Rew}=L. Da: queste e £E, {tNRsw.tN—Rew},
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FX)Psp(x) /R A Rmim=118}.f(x) /(2.4.420)); {Ds(X)=0}>{x€—=Tsw}; Fst; segue
FEF () Pt (%)- =Tt (F (%) @ (X)-d)+ 510 (f (%) Dt () dx)=lramistaon (F(X) Do (x)-dx)=
f?ﬁ(s@»( f(X)®Ds((x)-dx). Questa e la &£(sy,8xPsw) 7X,§§,®§ (4.1.31)) (e la (2.4.2.5)) portano la
[s1sc0)(®se(x)-dx)=1. Questi risultati danno luogo alle

(= {Ps(X)<0};Vx B} {Ps0(X)>0;VxE {Fair— {81} {Ps0(0=0;Vx e Rs)} istn(@s (0)-dx)=1
[0 (f (%) Ds(X)-dx) =20 (f (X) D 2(X)-dX)=] oo f (%) D 2(x)-Ix) (7)
Si considerano i Ey ¢ Ey di cui le Ex={Ex | x=s(X)} Ex={Ex | x=s(X);X=x}, dalle quali segue la M{Ey)=
{s/5=8(2); 1=, 7=e (1)} ={t 1=, x=e (W} < M(E)={5/ 5= ()= (2); = ()}= {2/ s(X)=8 (2); x=e(0}
di cui la {s=X;Vs=s(X)}. Queste definizioni dei Ex e £y hanno senso in quanto sono inerenti un X
di cui ¢ implicata la determinazione.

Con riferimento all’essere ognuno dei {Es(r),Es(x),Ex,Ex} una specificazione del E di cui la
(3.1.22), e sottintendendo che la sy ¢ individuata univocamente e i {a,b} sono noti, si hanno le
{Pun, (B s (), U Eszy) | Pup 20U Ex) < Er) Puns [BalEsen) < BolEn=> [BalEx)

(P | sxe(a,b]} o Bl Eswo) {Puts x=r ()} {BalEato)i{Eseo)} = TV Esto) VKB V(ED

Pap =2 { —V{Es@)); VX Es)s { VK Ex); VEEx#Ex} } {X=r(X)} DV(EY) (8)
di cui le @={pN.d} Pwp={il valore di s(X) ¢ noto}<«>{x ¢ stato determinato} Pw={il valore di
s(X) sara noto} <> {X sara determinato} Pp<>—Pxd.

Da: @(Es(x)) (affermata dalla prima delle (8)), e quinta delle (8); £(Esu) / E / (3.1.22)); segue

{Pug; X=r G0} {@Es()); B Es); V{Es@) }=Ca(Esin) 2> CEsn) )
Da: seconda, terza, ¢ ultima delle (8); £(Ex / E / (3.1.22)); segue
{Pap; X=r (G0 } > {0 E; B Es V(B b =Ep( E) > E(E) (10)

Da: E(®s0,850 [0x2.x [(4.1.29)); additivita dell’integrale; £(Psq) /0% /(4.1.31)); [0 o(®s(x)-dx)=
fo,w(qasg_g)(x)-dx) dovuta alle {®sur)(—X)=Psx)(X); VX €(0,0)} e E(®six)(X),00 / f(x),a / (2.4.4.29)); segue IPM
{Ja00(@s(X)-dX)=] 0 0(Ps()(X)-dX) =] n (P ) (%) AX )0,y (X)-dX)=1—Jo (D) (X)-dX)=0.5 } =
{Ps(—X)=Ps()(X); VX €(0,00) } (11)
I1 valore medio di sy ¢ indicato E(sy) ed ¢ definito dalla ES<X)EI%<S<X>7X~®S<X>(X)'dX). Da: questa;
A [100) [(7)); s=min(Eag) sx=max(Esio) Psw=2(Esw) @ F(Esi /% /(4.1.32)); segue
E(80=Ts1¢s(X-Ds20(X)-dX)=l 01,80/ (X P(%)- AX) =] oo X P20 (%) dX)=M(Ess ) (12)
La varianza e lo scarto quadratico medio (o deviazione standard) di sy sono indicati rispettiva-
mente V(sy) e V(sy), e sono definiti dalle st@_()EI@(s(g))((X—E,s(g_@)z-®s<&7x)-dx) e Vs@)E(st(,X))O'S.
Da: cid; A(x—Esw)’ /f(x) [(7)); A(8581Esum P Escr) [%#,Mx05.% /(4.1.33)) (conforme alla
Esxy=M(Es(x)) affermata dalla (12)); segue

V(s0=lsn(x—Fs) Do) d)=Tstn s (x—Fst) Dato () DI oor(x—Fste) Do ()= (Escrr) (13)
Le ®s¢x) € Vs sono chiamati anche la distribuzione campionaria e I’errore standard della statistica sy.
Il maggiore interesse di una sy ¢ dovuto all’essere una stima della costante sy, che ¢ una pro-
prieta di X chiamata parametro statistico e definita dalla

sx=limyx(s(X)) (14)
Un valore sy della sy indica che gli elementi del J; cui corrisponde il sy per mezzo della sy=s(X),
hanno come caratteristica comune un certo valore di una certa proprieta. Allo stesso modo il sx in-
dica che gli elementi di X hanno come caratteristica comune un certo valore (generalmente diverso
dal precedente) della stessa proprieta. Generalmente una maggiore 9t porta (in base alla (14) e va-
lendo la X=r (X)) una migliore s(X)=sx, ¢ quindi porta piu credibile I’ipotesi J(s(X)) di cui la
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I(s(X))={s(X)=sx}<>{lo stesso valore della stessa proprieta, indicato da s(X), ¢ una caratteristica
comune agli elementi di X e di X } (15)

Le due proprieta di una sy piu importanti per valutarne il merito di stima di sx, sono ’errore si-
stematico e ’efficienza. L’errore sistematico ¢ il ‘ Bsxr)—sx | . La sy ¢ detta corretta quando il suo
errore sistematico ¢ nullo ossia quando si ha la Esiz=sx. L’efficienza ¢ la numerosita degli ele-
menti di Es(x) pill vicini a sx, essendone 1/Vs(x) una misura se la sy € corretta.

La statistica sy ha I’ulteriore nome di variabile casuale, in quanto 1’essere definita dalla sy=s(X) di
cui la ¥=e(¥), implica che la conoscenza di ogni suo valore ¢ un evento casuale specificazione del Ey.
La sy ha il nome di variabile casuale ma non quello di statistica, quando non sono interessanti
(giacché contestualmente privi di importanza) né i X e s(X) (di cui la {X,s(X)}<>sx) né alcun
particolare campione X al quale debba corrispondere (in base alla sy=s(X)) un particolare valore
di sx. La densita di probabilita e la deviazione standard di una variabile casuale che non ¢ anche
una statistica, non hanno gli ulteriori nomi di distribuzione campionaria e errore standard.

Cio e le (7) portano, intendendo la ¥=min($A(Y)), la

HF0=0;Vx g By L A f(0)>0;¥x e {Fy— {7} } } A s (f(x)-dx)=1} o { f=o(¥ ) f()=5(x)}  (16)
nel senso che una f(x), di cui valga il primo membro della (16), puo essere considerata la fun-
zione di densita di probabilita di una non meglio ma univocamente identificata variabile casuale Y.
Si considerano le variabili casuali s e r di cui le E(s)={sest Er)=) rert E(s)=) seR(s)t
Es=M(Es) Ex=M(E.) E<=M(E;) ¢ la —3{r=s | reE.,seEs,r#s}. Conformemente alle £(s /sx/(l)) e
A(r [sx [(1)), il valore di ogni elemento di Es ¢ anche il valore di un elemento di s e allo stesso

b =D

sere scritta come la 75 o cN b5, —.c=D.

Le £S.R/AB/(2.223)) e ARs/AB/(2.2.23)) portano le rispettive S={SAR}U{SN—R}=
TswUTs - € R=Tis Ty . Dat: queste; (s, {TsaUTs -} /G, Ut (@) /(3.1.14)) € A(r, {Tsn T s}
G, Ume1m(R%n) [(3.1.14)); (2.2.18); (2.2.18); Tapc=Tucs ¢ Tn
Tpc={BNC}; segue la prima delle

EsNEr=M(s € {Ts R ITs g | )OM(r € {Tr s\ T -5 § )={ Ls s R 5.5, -r } M Lrr s\ I rr—s)=

SO,

>

U s s Trr st I s s, - e rst P I U Lo sk T e g st I Ts,5,-rN T e ro—s ) =

TosaNTesx=N(s € {SOR})NM(r € {SOR}) EsNE:=1 s€ {SOR} ri re {SOR} (17)
la cui seconda segue dalla prima.

Si considerano le s variabili casuali $ di cui le $={$m;m=1,m} ¢ {E(é,m)s% SmeE §mF;m:1,¥ﬁ}. Da:
b: {(EsuEer [EsE- 1TV {ab}c{m=1e}}} M(ANB)=ANB € (22.26); segue (inoim(Esm)=
mmzl,ﬂa( Sm€ESm )Emmzl,ﬁa(% Sme mmzl,ﬂa(ﬁm) )

Si considerano le {E(s,m)E% seij;m=l,ﬂ%} TIn=[am,bm] Esm=M(Esm). Da: &(s,{Im;m=1,8} /
G, {R*m;m=1 1.} /(3. 1.14)) € R=met m(Tm); £(s,R,Es [sx[a,b].Eswx /(2)) dovuta all’essere R
un intervallo di $&'; segue IPM

(O imet m(E<m)|Es)=p(s € RIE)=ln(B(s)(%)-dX) } &= {R= et e Tim) } (18)
Da: R=Unet o Tin); A(S, { Tmym=1,88} /G, {R*mm=1,1} /(3.1.14)); Z(Unet sm(Eem),Es /it n(&m).C /
(3.2.1.10)); Z{ et o(Esmic.by) [N me1 m(Esm) /(18)); segue IPM
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{P(s eRIEs)=P(s € Um=1,:(Tm)|Es)=P(Im=1.:(E sm):ES>:ZC=1,ﬁ((_1)c+l =1, 5P M=t o(Esmicb.a)) Es)))=
et an((— 1) Zomt stm.e ({1 o Timte.p.a) Y®s(X)-dx))) } €= {R=Unmet o Tim)

La &(s,3/c,%* /(3.1.15)) porta la Ps—>P¢ di cui le Po={INT=D;V {a,p}c{m=1m}} Pe=
{EeaEr=DV {ab}cim=1,m}}. Da: R=Uncim(Tn) € A(s,{Tnim=1m} /G, {R*m;m=1m} /
(3.1.14)); H(Es,Eo,Pe JE,C,P- [(3.2.1.11)) Pam>Pe € Pa; £(S,Eom,TnEs /85 Eewm[a:b]Esi /()
additivita dell’integrale, R="Um=1 =(Im) € Pg; segue IPM

{0(s €RIE)=P(Umet m(Esm)}Es)=Zme1 m( P{EsmlE<))=Em=t m{] 5y (®(x)-dx))=[ (D5 (x)-dx) } &=
{R=Un-1,8(Im), P} (19)

5 GLIINSIEMI E LE FUNZIONI DI VARIABILI CASUALIL.

5.1 La densita di probabilita multipla.

In relazione a un insieme di variabili casuali, si sottintende 1’evenienza che alcune delle sue combi-
nazioni (di classe maggiore di 2) siano ognuna un insieme di valori che sono assunti da una stessa
variabile casuale. Un insieme di valori di una stessa variabile casuale, € trattabile come un insieme
di variabili casuali che hanno ognuna la stessa funzione di densita di probabilita di tale variabile.

Si considera un insieme di # variabili casuali s, di cui la s={sn;n=1,8} e che in quanto tali han-
no le rispettive {&(sn /SX/SCZ.4.2>,®<Sn>;1’l=1,ﬂ}. La R(sn)[sn,=n] (di cui le sn=min{Rsm)) €
s=max(Rom)) e la (s /G /(2.4.2.2)) portano le

P 5)Sn=1.8(F(50)) Sl n=1.8([8n,80]) =3, 8) R” () {T(5)=TTn-1.8(F(sn)) } (1)

La ®s=9s(x) della variabile casuale s ¢ generalizzata dalla ®(s)=9s(x), la cui ®s ¢ la densita di
probabilita (o di frequenza relativa) multipla (o multivariata o pluridimensionale o s-pla) delle
s, € la cui ®5(x) ¢ la funzione di ®s. In tale senso la (4.2.16) ¢ generalizzata dalla {{f(x)=0;VxeRy}/\
{f(x)>0;Vxe {Ry—0%y} LA mn(f(X)-dx)=1} o {f=0(¥); f(x)=25(x)} di cui la Y={Yun=1,a}; ¢
si hanno, coerentemente con la prima delle (1) e come generalizzazione delle (4.2.7) (4.2.2), le
(= {D:(x)<0};VxeHs} {Ds(x)>0;Vx e {Fa—0%s}} {9s(x)=0;VxE s} [us)(Ps(x)-dx)=1

Jio)(f () @5(2)-dx)=5(6.0)(f (%) D5 (x)-dx)=Jazn( (%) Ds(x)-dx) ()
P(EsIE<)=0UE)/o(Es)=In(s(x)-dx) 3)
di cuile Es={ seRt R A" E.=1 se M. r={ seI(s,8) =1 s R E-=M(Es)C E=M(Es).
Inerentemente i & eventi {Esmy;n=1,8} di cui le Es<n>z% snednt HcR' e Esmy=M(Esm)), valgono
le {Esmy—>—Egn;n=1,8} di cui la £(—Egn;n=1,8 /—Ezm;m=1,8 /sez.3.1), avendo percid anche la
ZE(Esmy;n=1,8 /ém;m=1m /(3.1.11)). Coerentemente con cio si hanno le E§E4 sell FE/\H=1,Q(ES<H>) Ii=
i1 w( ) S R Es=M(Es)CITnm1 o(Esmy) € EsCEs. Cio e la &(Es / Es) (dovuta a £(Sss / J9) portano
le EEE/\“=1£(ES<U>) € Eﬁgnﬂ:l,ﬁ(gsﬁﬁ) dicuile ES<H)E% Sneﬁs(m% Es(n)gEs(n)EMG;s(n» € Es<n)=>—|E@n.
Da: £(Esmy;n=1,1 /ém;m=l,ﬂa /(3.1.12)); Es=/n=18(Estny); segue (Esmyn=1,8)={M( n=1 a(Estmy))=
Mo=18(Esm) } ={Es=ITn=18(Esmy)}. Questa e la A(Es,{Eswmin=1,8} /Es,{Esm;n=1,a}) portano la
I(Esm;n=1,8)={Es=TTn-1.a(Esm))} -

La Exm=M{iMao(Xa<Sn<xa+A)) porta la £(snExm /SxEx /(4.2.6)) e quindi la Xy=>Exm che mo-
stra la possibilita di associare a ogni Xy il Exm di cui la 9¢Ex(n))=Psm)(xn). Considerando questa
associazione, la seconda delle (1), e le posizioni in " dei Hs R I [sn,=n] € I, si perviene alle
{Rc I} >{EsCEs} e

() {E=TTnm1 s(Est) } 2 { Es=TTnm1 s Est) } 2 {t{E)= nmt sl EAEcin))} { =T S)} 2 {Es=TTnm1a(Ect)} (4)
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dove I’'ultimo membro della prima ¢ dovuto a £(Es,{Es@my;n=1,8} / Am=1,m(€m), {€m;m=1,1m} / (3.1.24)).
L’affinita tra Es € Ilh=1a(Es@m)) mostrata dalla EsClli-14(Esw)), € la {9Eswm))=c0;n=1,a} implicata
dalla ®(sn)(x)€C’((sn;8n]); portano la I {ou(Es)=9U(A);A=TTn-1.a(An); {91({Any=c0;n=1,8} }. Da: que-
sta; (2.2.29); 9{An)=00=lim;_,(11); segue

U E)=9TTn=1,8(An))=TTn=18( 9 An)) =(liMi—soo(i))” (5)
Si considerano le E={se3I(x,x+A)t (di cui la E(S(x.x+A) [I(a,b) [s¢z.2.4.1)) E=M(E) E=
limaom(Ex)=] 5 €liMasom(SEx+A) =l s=x b Ex=M(E). Da: queste; A(yxinEs /REs /(3));
(5) e B(®s(t) /f(1) /(2.4.4.19)); E(A [x [(2.4.2.12)); segue

O )=l a (e (O Ex)) =00 E s )-liM A (305,50 (P (1)-A8) =Mz sco(10)-liMas0(A)) ™05 () =Ds(x) (6)
che generalizza la (4.2.6).

Si pone la Py s={l:V.HRs}. Da: E(H,Es /ﬁ,E§ /(3)}; Es=Ilh-12(Esm) (dovuta a Py e (4)), e
(5); 9UEsmy)=lims_(1) (che si ha come detto in sez. 4.1), ¢ (2.2.29); EsmyCEsmy; £{Es(n),Esn)
seR,Es /(4.2.19)); segue IPM

{J2(95(%)-dx)=0( E< Y/ E )= Tt Ess ) )/ (1M 11))"=TTinet O E sy /O E s ay))=

Tzt o PCE st E s(n))=TTn= [ sty (Pstoy(1)-dD)) } =P s (7)
I membri secondo e quarto di IPM (7), e le EsCEs EsmCEsm), portano IPM {p(EsEs)=
Toct o(P(EcmEcm)) H=Pars. Le B(E<Es /a8 [(3.2.4)) ¢ B(E<m),Exm /A8 [(3.2.4)), portano le ri-
spettive  €(Es)=> {I0(Es)=P(EsiEs)} C(Esm)=2{I(Esm)=P(EsmiEsm)}. Queste, la {p(Es|Es)=
n=1,0(P(Esm)Esm)) } &= Pors, € la €&E)<{€Esmy);n=1,8} dovuta a Pgxs e (4), portano la
{€(Es),Pors } = {I(Es)=ITn=1a(J(Es))) } -

Si pongono le

A=t w(n(X0)) Fn(X0) =i, xo(@so(t)-dlt) (8)
Da: [(x); 0an(xn)/0xn=Psm)(xn) dovuta alla seconda delle (8); segue IPM

{OLi=n a(F(Xn) )/ OXn=(OFn(Xn)/OXn) - IL=ns 1 8 Xn(X) /=P () (X)) Tzt 1.a( Fn(X) ) } <= T(X) 9)
Da: prima delle (8); £(ITn=1a(0n(Xn)) / f(x) / (2.4.4.5)), Ty, € ’applicazione iterata della (9); segue IPM
{0°a(X)/0X10Xa. . .OXa=0"TIn=1 a(Fn(Xn) )/OX10Xa. . . OXa=ITn=1 a(®Psm)(Xn)) } <= [(X) (10)
La £(® /f [(2.4.4.36)) porta la

O"I(Ds,1)(X)/0X10X,. . .OXa=Ds(X) (11)

Si pone la P5.={T.V.3kx)cR.} di cui la A(SKkx) /I(a,b) [sez.2.4.1). Da: (8); {A([kn,xn],
k) /900,98 (D=1} ¢ P3z; 2(0: /] [(2.4.4.35)); segue 1PM {8)=TT a(Jinxi(®otu(D)-dO)=
f;(k,§>(®§(§)-d§)=1<®§,1)(5)} «7P3s. Questa, la (2.4.4.4), le (10) e (11), e il sottintendere la
{xe B} {S(kxX)c R} portano la

{(s)Vxe R} Hx)} 2 {Ds(X)=TTn-1.a(Dsm)(Xn)) } (12)
La (12) ¢ ottenibile anche nel seguente modo. Si pongono le Exn=! Xn<Sn<Xi+An € Exn=M(Exn).
Da: (6); A(ExExn/EssEsiy /() ¢ {IoViS(xx+AC RS} (2.2.29): Ty, e la Aot a(Exn)) /
F+A) /(2.4.2.8)) dovuta a E(Ex B /Esin. s /(4 2.2)): £(Ee JE: [(4.2.6)): segue 1M
{D(X)=liMa0m(9Ex))=liMa->0(m) (9L Tln=1.a( Exn)))=liMa0(m(Hn=1 #(9U Exn)) )=

Tt a(liMa@m)->0( 9 Exn)))=Tln=t a(®s(my(Xn)) } = T 8)-Vex € T I x) }

di cui il sottintendere la {xeR s} <> {I(X.x+A)C R} dovuto al trattare il limite per A—>0(=).

Si pongono le {Esn=Esy;Vn#n} Esmn=Esm) € Esni=M(Esnn), € si considera che {ncw;a=1,c} ¢ (co-
me detto in sez. 2.1.2) la b-esima combinazione di classe ¢ dei {n=1,a}. Le —=3{{s / =X;$E€Esuc}#
{5 /s=xisebanc}xebux b (@b} Cinaa=].chice {n=1,8}} & EEaenama=1,cn=1n/aji=iij=}]
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(2.2.30)) portano la

ma=1,c(Hn=l ,ﬁ(Esg(c,b,a)n))ZHn=l ,ﬁ(ma=l ,c(Esg(c,b,a)n)) ( 1 3)
Si pone 1a Encba=/\n=1,a(Esn(cb,an). Da: Z{(Ma=1,c(EAcba),Es / AB / (3.2.1)); Z(Ecbasa=1,c / Em;m=1,m /
(3.1.9)); Mt c(M(Ene))Es dovuta a F(M(Enchn)/Es/EcEs); Ts (4) e AEnann /Es /(@) (13);

(2.2.29); {Esnn=Es(n); Vn#n} € Esni=Es(ny; Es(yZ Esmy€ (3.2.1); £{Sn, n,Estn) /s JR.Es/(4.2.19)); segue IPM
{P{ a1, o(EAcka) | E )= MMt EAcka) ) E s ) 9L E )= M=t o M(EAcba) ) E )/ 9 E )= a1,  MCEAcha)) )/ O E )=
9 Ma=1,e(ITn=1,8(Esn(e.b,an)) Y/ 9 n=1,8(Es(n))) =9I =1 8(Ma=1,c(Esn(e.bam)) ) 9L n=1,8(Estm)) )=
Hin=1,8(9€Ma=1,e(Esniebam) )/ U Es ny) )= la=1 (9 Es (n(eb,a)) QU Estaie.ban))=

Ta-1.e(P{Esate b Estae b)) =Tam1 o] sate b.ay(®stae pan(x)-dx) <K s) (14)
Da: £V nt(Exry).Es /A8 /}3.2.1.1»; JEE(oy—Ezm,E sy Eammn=1 A /&m—Em,EmEmmm=1 8 /(3.1.13));
E({\n=1a(Esmn);n=1,8} ,Es /{Emm=1,18},C /(3.2.1.10)); (14) e [ls; segue IPM

(P a1 n(Es(n)Es)=p(V 1. Esty) | EslEs)=p(Un-tn( An-tn(Esnn)) Es)=

St (= 1) Zbmt st el P =t c(BAcballE)))=Eemt a((— 1) Zomt e (Ta=t o P{E s(ateb.a) E stateb.an))))=
Ze-1a((— 1) Zomt sm.e([am1 o staie b an(®saieban(x)-dx))) } () (15)
Da: se®s e A(Sn 5,5 [GaRaw,G G [(2.42.3)); A(s" /G [(2.4.2.1)); segue IPM {Ecms
{ o\ 5" €™ FFe3Ancr a(Eann) = {s€R.}. Tuttavia il dedurre da cid la et (Esqm)és
Cn=ta(/An=1a(Esnn)) di cui la [={".V.U}, non sarebbe corretto quando 1 {/\u=1a(Esm),Esmyn=1,a} fossero
trattati individualmente al contrario dell’essere tutti inerenti uno stesso 3" come ¢ affermato dalla s efRs.

5.2 La densita di probabilita di funzioni di variabili casuali.

In una f(x)=0 non vi puo essere variabile casuale una sola delle x, poiché questa identita sarebbe
incompatibile con quella di incognita calcolabile con tale equazione dove si assegnino alle va-
riabili restanti dei valori che possono essere arbitrari a meno della x e Rx.

In una f(x)=0 con una X, variabile casuale, le X" non possono essere tutte variabili non casuali,
in quanto tali #—1 identita consentirebbero di calcolare la x, come un’incognita della f(x)=0 do-
ve si assegnino alle x" dei valori scelti arbitrariamente (a meno della x € Ry).

In conformita a cio: affinché una f(x)=0 abbia senso, ¢ necessario che nessuna delle x sia una
variabile casuale o che almeno due delle x siano variabili casuali; affinché abbia senso una
y=y(x) che definisce la variabile y, ¢ necessario che nessuna delle {y,x} sia una variabile casuale
o che siano variabili casuali la y e almeno una delle x.

5.2.1 Due espressioni di validita generale.

Inerentemente una variabile casuale r definita da una r=r(s), si hanno le Exx¢>Esx € Ex<>Es di
cui le En=) r<x(={-oo<r<x! Ea=tseRroxt Reox={x /rx)<xxefi(s)} E=lreR't E=
15 €R" EnEM(Ery) Ecv=M(Esy) E-=M(Ey) € Ec=M(Es).

Le Z(E:x,Esx,Er.Es /x,Y,A,B /(3.2.1.3)) E:xCEr EsxCEs, € le Exx<Esx € Ex<Es dovute (in base a
(3.1.1)) alle rispettive Ex¢>Esx € Er¢>Es, portano la pP(E:xE:)=P(EsxEs). Da: &(r,—o0,X,E; /
s1:.b.Ea [(4.2.2)) € F(x)(~0)=0; P(Ers|Er)=P(EaxEe)s AlEax.Re o /B /(5.1.3)); segue
{F<r>(x):p<Erx:Er>:p<E§x:E§>:J.$<£,§,X>(@§(§)'d§) (1)
la cui introduzione nella ®.(x)=f".(x) fornisce un’espressione utilizzabile per calcolare ®-(x).

Da: (s /G /(24.2.2)); —{x"eB(s")}©{x"e—F(s")} (dovuta a &x"F(s")/G.A/(3.1.17)));
segue {xeRs} > {x"eR(s")} - {x"e-T(s™}. Da: questa e la (2.1.1.1); p; terza delle (5.1.2);
segue  {x'e =)} o{xeB: o {xe R} 2{Ds(x)=0}. Questa e la {x'e-3I(s"s")}>
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{x"e=R(s"} (dovuta a R(sHcI(s",8")) portano la {x"e—t.}=>{®:(x)=0} di cui la t,=
B(s)WV.3(e" M), Da: 't 't et t=@ (dovute a m(t, " /ROE/
(2.4.1.1))), e (2.4.4.20); =" 'ti=—1tR " & {x"€ —tn} = {Ps(x)=0}; segue

Jazm1(95(2)-dX") =l (9(x)-dx")H - 1500y (P5(%)- dx") =l (@5(x)-dx") (2)
Si considerano le Rsn={x /XHSX;KGEEE e Hon={x /snSXnSX;gneﬁ(gn)} per cui se ne hanno le
Ren Hon — Ran=—RnNT ={x /{xn>x}n\°/u{§€$§}u\'/n{ {xo>x}A{xeHs} 1 xeR} e Lon=HonN
—"Ren=1{x //5 € Msn;xeRs}. Da: cio e 1sn#J; (5.1.2); segue IPM

{{x€lsn} 2 {x2Rs} 2 {9s(X)=0} } < {Isn7 D} 3)
Le Z(Hsn,Ren / AB / (2.2.23)) Ren=IHsnRsn (dovuta a RsnC Hen) € i%n:z@mﬂﬂ (dovuta a i%ngﬂﬂ)
portano le Hsn=RsnUlsn € RsnNIsn=J. Da: queste e (2.4.4.20); {Isn#D}-Ve{Isn=F} € (3); segue

[t m(®5(x)-dx)=lst¢c.m) (D (X)-dx )+ e (P (%)) =Jsn (o m((x)-dx) 4)
Si pone 1a sy=Sn(8)=Sut+Eact muin(Si—Sn) per cui si ha la &(sy=sn(s),Ren /r=1(5),Re.ox /(1)).
Da: questa; (4); la &(Hsn,50,X,R(s"),0s(x) /&,an,Bn,ﬁn, f(X) / (2.4.4.30),(2.4.4.31)) e il sottin-
tenderne la i(x/x"); segue F(su)(X)=Jsi(s.m(®s(x)-dx)=Isrs.m)(®s(%)-dx)=Tsmx(Jausm (@5 (x)-dx")-dxn).
Da: la derivata di questa rispetto a x; (2) e t={R(s")V.3(s",s")}; segue

B(5n)(Xn)=lm(sm (95(X)-dX") = 5(6n m (P (x)-dx")=lzm-1(95(x)-dx") (5)

5.2.2 La corrispondenza biunivoca tra variabili casuali.

Si considerano le variabili casuali u e v di cui le v={vn;n=1,8} u={unn=1,8}} ¢ R(W)SK(v).
Questa e la £(u,v /g,y /(2.4.6. 1)) pgrtaﬁo la B B B B
HRWSRW | Ro={v /v=v(ueR}Ru={u /u=u(@)iveRo} }; VR R} (1)
di cui le v(u)={va(u);n=1,1} e u(v)={un(v);n=1,8}.

Si pongono le E.=1ueR,( Ev=3 veR, r E={ueRt E,=3 ve Rt Ex=M(EL) E,=M(E.,) E,=M(E.)
E.=M(Ey). La (1) porta le E,<>Ey € Ev<>Ey € quindi, per la (3.1.1), le rispettive Eu<>Ey € Eu<Ey.
Da: Z£(E,,E. [E<.Es /(5.1.3)>; EuEy EuEy EuCEuw EvCEy € A(Eu,Ev,EuEy [x,v,AB /(3.2.1.3));
AE(EX,EX_E;,EE_/(S_.I.S»; segue -

Jsr(®(u)()-dt)=Pp(EulE)=P(E By )=ln)(@(v)(1)-dt) (2)
La £(u,v,R0u,R,90 /u,v,Ru.Ry.f /(2.4.6.2)) porta la
P> { ) (@u(t)-dD)=lu(2()-d1)} 3)

di cui le P=3{p.>Ru;{det(lv.)(O)#0;Vie pu}} 2(D=2(v(D)- ‘ det(iz,g>(l)| Iy w=[Ovn(t)/Otn;
n=1,a;n=1,a] e il cui ©, € un campo.

Introducendo nella (2) il secondo membro della (3), si ha 1Pm {] 3<E>(®E(§)-d1):fﬁ<g>(@Z(t)-d‘g)} <P
Introducendo in questa la R.=3I(k.x), se ne hanno le £(Dy / f /(2.4.4.35)) e A2 / f /(2.4.4.35))
che consentono di scriverla come la {I(®y,1)(x)=I(2,1)(X)}<P. Questa, la (2.4.4.4), ¢ le
E(Pu / f / (2.4.4.36)) e E(2, / f /(2.4.4.36)), portano, intendendo che . ¢ un campo, IPM
2u(0)=2:(v(x))- | et )(x) |} 3 {xe 2 (det( ) (O#0;V e 2.} “)
La (4) puo essere ottenuta anche in base alla (2.4.4.19) e all’introdurre la R,=3(x,x+A) nella
i) (@u(0)-d)=lnes(2o(D)-dD) } 2.

Si considerano le variabili casuali B e x di cui le

B=b(1,s) n=0(B,s) (5)
Inerentemente tali B e 11 € possibile stabilire le
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{B,5}={B(z,5),5(n,5)} {nm,s}={n(®,s),5(h,s)} (6)
di cui le s={snn=1,a} s(m,s)={sn(m,s);n=1,8} e s(B,s)={sn(b,s);n=1,8} con le su(zm,s) e
sn(B,s) definite dalle rispettive sz, s)=0—0+Z=18(Sn—5n)+5n € Sn(B,s)=B—B+Zn=18(Sn—Sn)+Sn,
e avendo percio le s(m,s)=s e s(B,s)=s.

Le A({B,5},{n,5} /uy /24.6.1)) ¢ (6) portano la T(P,s)=>%(n, ) e quindi la &({B,s}, {5} /. /(4).
Si pongono le J;s=[Jre(X,X);r=1,8+1;c=1,8+1] Dx=n0(X.X) {Jic(X,X);c=1,8+1}={010xx/0X, {0 0xx/0Xn;
n=lLa}} {In(x,X);r=2,8+1}={0sn(X,X)/0x;n=1,8} {J(X,X);r=2,8+1;c=2,8+1}={0sn(X,X)/0Xn;n=18;
n=1,a}, che danno luogo alla £(J s /Iv.u /(4)).

La s(B,s)=s, e il sottintendere le {i(xax);n=1,a} e (x), portano le {Osn(x,x)/0x=0;n=1,8}
05n(X,X)/0X,=Onn, la cui introduzione nelle precedenti espressioni che definiscono Jzs porta le
{Im(x,x)=0;1=2,8+1} {Jre(X,X)=0rc;r=2,8+1;c=2,2+1}. Queste e la (2.3.3) portano la det(J.s)(x,x)=
on(x,x)/0x, avendo percio la

{det(l)(X,X)=0n(x,X)/0x;V {x,x } € (B, 5)} (7)
Si pone la C.=R.—~0R.. Da: £(B,s /5 /(5.2.1.5)); 92(x,.X)20 & £E(D5o(x,X).Hs,0Rs /F(x), Bls /
(24437)); E{B,s},{ms) fuv [(4) ¢ {deta)(x.x)#0;VxeC:}; (7) e {{x.x} €T(B,5);VXEC:};
(2.4.4.37), s=s(B,s)=s (da cui s(x,X)=X); segue IPM
[D(B)(X)=To100)(2(B,3)(5,%)-dx)=fes)((B, ) (%,)-dx)=Je(o) (B, ) (m(,%), 5(,)): | det(1 o)) )=
Jeto (@, 5) (%), 5(5.%)) | Om(xx)/0x | )=o) (0, )(m(x,20.%)- | Om(x )/ | -d) = ®)
di cui le £={A,{0n(x,X)/0x#0;VxeCs}} e A={{x,x} €eR(D,s);VXxels}.

Si pone la A={{xx}eB(B)R(s);VxeC:}. La E(B,s/G/(2.422)) porta la i(Bs)e>
{R(B,s)=R(B)-R(s)} e quindi la (Bs)>{A=4}. Da: questa e la {xei(b)}<>.4; segue
{(Bis),xeF (D)} 2 {A=4, 4} > A.

Da: Aman [y, (313X} /2.432)); b; segue Hmuwx)= {((maxn)in=1,8} o> {((xa ma)in=1 8},
Questa e il sottintendere la (x) portano la {mgX)=> [ mxw.x). Le £({m,s}, {Hxx.X} / s,x/(5.1.12))
e {mx.X} eR(m,s), e la [ 1xx,X) (dovuta alle [z x) € [z X)—=>1(zx,.X)), portano 1PM

190, 9)(1(%,%). )= (%)) Tl Py (X))} e= sk} € B, ), a0} ©)
Da: (8) F (e (2.4.4.37)); (9) {(mux);VRX)=Cs} e {{mxX}eR(n,s);VxeCs} (dovuta alle
(B, 5),5n, 5) /R /(1)) s=s e {{x.x} €B(B,5);VXEC:}); segue IPM
{0(BY(00)=le(ey(B(rm, S )(m1(%,%),%)- | Am(x, )/ | -Adx)=Jsz() (Tt @0y (X)) )1, ))- | B, %)/ | -dx) b
{2, mxX); VI(X)=Cs } } <= { (B 5),x € (D), { Om(X,X)/OxF0; VX €Cs }, {KImx X); VIUX)=Cs } }  (10)
il cui ultimo membro ¢ dovuto alle F={A,{0n(x,x)/0x#0;VxeCs}} e {(B|s),xeHR(B)}=>A; di
cui la | mx)=T(xm); e dove la [{zx/x) non toglie che n(x,x) debba essere considerata come una

f(x) allorché si stabilisce un certo valore di x e quindi quando si usa il primo membro della (10)
per calcolare un valore di ®5(X).

La (10) (o la (8)) e la (5.2.1.1), costituiscono le basi di due rispettivi metodi alternativi per de-
terminare un valore della densita di probabilita di una funzione di variabili casuali.

Si chiama x un insieme di variabili casuali di cui la x={xy;n=1,a}. Si considera una Y=Y(x) di
cui la 3 {xn=xn(¥,x")}. Questa e la Y=v(xn,x")=Y(x), portano la £(Y,xn,x" /B,1,5 /(5),(8),(10)).
Si considerano le s=s4(x) e r=r4(x) di cui la I{xn=xen(s,X"),xn=xrn(r,x")}. L’introduzione della
%n=xrn(r,x") nella s=sp(xn,x") di cui la sp(xn,x")=s4(x), porta la s=s(r,x") di cui la s(r,x")=
ss(%en(r,x"),x"). L’introduzione della xn=xsn(s,x") nella r=rz(xn,x") di cui la rz(xn,x")=rix),
porta la r=r(s,x") di cui la r(s,x")=rs(xsn(s,x"),x"). Queste s=s(r,x") e r=r(s,x") portano la

A(s,r,x" [B,m,5 /(5),(8),(10)) (11)
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Si considerano le variabili casuali u ¢ v di cui le v=v(u) a=min{u(a),u(b)) p=max{u(a),u(b))
[a,b]CR(v) C=TR(u)-0R,. Da: Eu,v [x,y [(2.4.4.8),(2.4.4.9)): Au,v /uyv/(2.4.6.3)); segue
(V(0)20;VxeCy} > {vEu o EU,v [u,v /(2= {ap(@(@)(1)-dt)=fop(@(u)(t)-dt)}. La v§u porta
la (Do, u,v /f,u,v /(2.4.6.6)) ¢ quindi 1a Jop(®(t)-dt)=lop(®(v(t)): | v'(t) | -dt). Da: cid; la deriva-
ta rispetto a {a..V.}; segue

(7' (0)£0;Vx €€} = Jo p(0u(t)-dD)=lop®.(v(0): | v () |-dt)} = (Du(x)=0u(v(x))-| V(%)
Lai(k!s) porta la £(s+K,s / u,v / (12)) di cui la s(x)=x—kK, ¢ quindi porta IPM

;VxeRa} (12)

{B(s+K)(x)=(s)(x—K) } &= {x e T(s+k),i(kis)} (13)
Le i(k|s) e k#0 portano la £(k-s,s fav/ (12)) di cui la s(x)=x/k, e quindi portano 1PM
{o(k-5)(x)=0(s)(xk)/ [ K | L= fxeBick-s),kis) k#0} (14)

La 0g%(s) porta la £(s™,s [u,v /(12)) di cui la s(x)=x"", e quindi porta IPM {B(s™'}(x)=
(s)(x /X’ {xeB(s™),0eT(s)}.

La .cB' (di cui la A& /8" /8 =T1,-, o([0,:0)))) porta la £(s"%,s [u,v /(12)) di cui le s(x)=x
e {s'(x)£0;Vxe {(s"*)—0R(s"*)}}, e quindi si ha la

(BB} o (B(s")(x)=2-0(s)(x*)x; VxeR(s"")} (15)

5.2.3 La somma, il prodotto, il quoziente, il quadrato di variabili casuali.

Inerentemente una X =X,-1a(s,) ¢ possibile porre le Zs(sn,s")=Zr-1a(sn) € sza(Zs,s")=Zs—
St mnin(Sn) che portano la A(E.=%o(sn,s"),si=55n(2s,5") /(5.2.2.5) /(5.2.2.10)). Questa da
luogo, intendendo le Pry={i(sza(x,X")x"); VE(X"=Con} € Eor=Ti(s"-0R(s", alla

{(Ze1s"),x e R(Zs), Pon} 2 { {{x X"} € (Zs,8"); VX €Can ), Pon} >

{D(Z ) (X)=lmem(Tmt mimtn(Ps) (X)) PSS Ta(X,X™))-dX") }

Inerentemente una M{s)=I1,-14(s,) ¢ possibile porre le Ms(sn,s")=i=14(sn) € sm(Ms,sM)=Ms/
Tt mnin(Sn) che portano la A(Mo=My(sn,5"),si=smm(Me,s") /(5.2.2.5) /(5.2.2.10)). Questa da
luogo, intendendo la Pra={I(sn(x,x")x"); VIR(x")=Csn}, alla

{iKMs1s"),xeR(MNs), Prin } =2 {{H{x.x"} € R(Ms,5"); VX" €Con}, Prin } =

{0(M5) ()=l (Tt moen( Dt (%)) B Sn)(ST(X,X")) | Tt () | -dx™)}

Si considerano le variabili casuali ® sy € sp di cui la R=sw/sp. Inerentemente tali variabili € pos-
sibile porre le R(S,Sp)=sw/sp € sn(R,Sp)=R-sp che portano la £(R=R(s,Sb),Sx=5n(R,Sp) /(5.2.2.5)
(5.2.2.10)). Questa da luogo, intendendo le Pe={i{sn(X,t)t); VIR{t)=Cspy} € Csmy=R{sp)—0R(sp), alla
{i(rR|sp),Xx€R(R), {t£0; VteCs(ny }, Pr} 2 { { {X,t} €R(R,sD),t£0;VteCsn)}, Pr} =
{D(R)(X)=mson(@(sp)(B)-2(s\)(x-1)- | t] -dt)} (1)
In conformita alla x**>0 (dovuta al sottintendere la radice quadrata principale come detto in
sez. 2.4.7) si ha la EsqerEcr di cui le Eso=) 0<s’<x r=3 s7<x Eqx=t —x""<s<x"°F Eso=M(Eso) €
Esr=M(Eqr). Sono altresi evidenti sia la Esqé3Ecr di cui le Esg=t e B! =) s’e Rl Exx=i seR't
Esq=M(Esq) Esr=M(Esr) (e che ¢ deducibile anche dal limite della Esq¢»Esr per x—) sia le Esq=
{s /s<x;$€Esq} € Esr={$ /—X0'5S$SX0'5;§ €Esr} che portano le rispettive EsqCEsq € EsrRCEsr.

Le EsqEsr € Esq<=>Esr (dovute, in base alla (3.1.1), alle rispettive Esqé>Esr € EsqéPEsr), EsoC
Esq € EsrCEsr, € &(Esq,Esr,Esq,Esr /x,Y,A,B /(3.2.1.3)), portano la P(Esq|Esq)=P(Esr|Esr). Da:
E(EsouEso /¢ [x<x;xex3,X [(4.1.15)), e F(Es)=F(s?) dovuta a (s’ Eeq/SzEew [se2.4.2);
K(EoBso /AB/B.21)) ¢ EcoBi; P(Esolfso)=P(EsrEar); M(EstEon/EaEatn) [(4.2.2));
H(D,~x" x" [f.a,b [(2.4.4.23)); segue

{F(s™)(X)=9 Eco) 0 Eso)=P(EsolE s)=PX Esr|Esr)=)—x tx(Ds(£)- A=l o(®(6)-dt) Ho(@(D)-dt); Vx € B}
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La derivata di questa rispetto a x porta, conformemente alle (2.4.4.4) e F'(s*)(x)=9(s°)(x), la
(B(s3)(x)=2"(@=(x"*) . (x"))/x"%;Vx e R} )
Questa e la precedente espressione di F(s’)(x) mostrano la 9s(x)eC’(BR—{min(%#:)}) (che, in-
sieme alla Fs(mMin{$#s))=0, ¢ sottintesa per la s come per ogni variabile casuale) sufficiente per
le #(s)(0)=0 e &(s)(x) € C'(F(s*)—{min(F(s")}).

La &(s" s /5,57 /(2)) porta la {®(s)(x)=2"@®(s")(=x"*)+0(s"Hx"))/x"*;¥xeB'}. Questa, la
(=X} (P=x}, la {&(s")(—t)=0;Vt£0} dovuta alle t=x"">0 e £(s"* /s /(4.2.7)), portano la (5.2.2.15).

5.2.4 La variabile casuale espressa da una funzione quadratica.

Si considera la variabile casuale Y espressa dalla
Y=Y(3)=Yn(3n, %" )=an(x") 325 +Hon(x") 2t cn(x") (1)

di cui la i(x), e la {an(x")#0;Vx"e#(x")} che ne porta la £(Y,xn,an(x"),0n(x"),ca(x") /y,x,a,b,c /
(2.4.7.4),(2.4.7.5)) e quindi la

Kp=xpn(Y,X")Vexnn(Y,x") (2)
di cui le

xen(¥,x"=(0" (Y, %) ou(x"))/(2-an(x")) 3)
(¥, 2=~ (Y, " oa(x )2 an(x")) (4)
MY, x")E0 (") —4-an(x")-(ca(x")-¥)20 (5)
OLn(Y,x")/0Y=4-an(x") (6)
Da: (3); (6); segue 2-an(x")(Osen(Y,x")OY =00 (¥,x")/0Y=2-1""(¥,x")-an(x") € quindi la prima delle
Oxon(Y, ") OY=0"" (¥, x") Oxtnn(¥,x")OY=—A""(¥,x") (7)

la cui seconda ¢ ottenibile (a partire dalla (4)) analogamente alla prima.
Le (3) e (4), e la {a (x")#0; VX" e R(x")} <= {an(X").LL0; VX" e R(x")} di cui la []={>V.<}, portano la

{xonl( Y, 5" Lxan(V, ") | L= {203 ) (8)
Si considera la [k,x]c$Hy. Questa e le (7) portano la
{XPn(kaﬁn)SXPn(Xén): XNn(X:En)SXNn(kén)QVﬁn € %(ﬁn» 9

Coerentemente con questa, si pongono le Egn=1 {v,x"}e Rynt  Eyi=? {v,x"} cR" Expn=
1 {0,x"} €Ruant Ean=) {xx"} Rl B2 {20, %"} €T Ex=) Exon VBt Ryn=[kX] B Ripr=
{3xnX"} /zen(k X)X xen (X)X € R} Ronor={ XX} [ren(X, X)Xtk X)ix" € B,

Da: £({x,x"},{Ruen R} /G, {Rmm=1,2} /(3.1.14)); (8) ¢ (7) (¢ in conformita alla (2.4.1.2));
SegUE Expn Exnné i {5, x"} € { R Ron} 1634 {500, x"} € {DV.A{R | mis(R)=0}} . Da: questa;
E({xmx"} €D Ex [EEe [(5.13)) € E({xnx"} € (R | Mis(R)=0} E.. [E<.E. /(5.1.3)); segue
P(ExenMExnnEx)={P{{xn,x" } €DIE)Vop({x0,x"} € {R | mis(R)=0}|Ex)} }=0 (10)
Da: Exi=! ExenUEn 5 {EsomExnnsEx [AB,C /(3.2.1.9)); (10); segue

P{Exn Ex)=P{Exen\IE:nn Ex)=P(Expn Ex)HO{ EsxnmEx)—P{ ExonMEscnn Ex)=P(Eicen Ex)HO{ExnmEx) (11)
Si pongono le Ev,=M(Eyn) Expn=M(Expn) € Exxu=M(Exnn). Le (1) (2) e (7) mostrano sia la Ey,—>Exn
sia le Expn—>Eyn € Exxa—>Evn che, in base alle (3.1.2) e (2.2.12), portano le rispettive Expn=
ExpnMEyn € Exxn=ExxnMEyn. Da: queste (e EénE% Espn\JExnn F); (2.2.18) e {A=ANB}={B=AUB} (af-
fermata dalla (2.2.12)); segue Exn={ExpnEvn}'\I{ExxnMEvn}=ExnMEyn che in base alle (2.2.12) e
(3.1.6) porta la Ex,—>Eyx. Percio si ha la Exy¢>Eyn.

Sl pone la H§n(§n)EHn:1,ﬁ;nin((D(XH)(Xn))' Da: 1ZE<y5§n /Sla§1 /(5215)>5 /E<£Yna[kax]5£ﬂ_l /&,
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[0tn,Bn]. 25" /(2.4.4.31)) dovuta a Ry,=[k,x]-R*"" (e al sottintendere 1’evidente passaggio al limi-
te); Z{Eyn,Eyn,Ryn / Es,Es,R /(5.1.3)); Eyn>Exn € Eva>Ex (dovute rispettivamente a Ey,<>Ex, € a
Eyné+Ex che segue dalla (1)), ECEvn ¢ ExiCExs B(EymEamEynEy [3%,v,A,8 /(3.2.1.3)); (11);
(5.1.3); (5.1.12) e [(x); (2.4.4.31) e (9) (e distributivita dell’integrale); segue
Jkx(@)(0)-dt)=lix(Jzm1 (Y, x")(t,x")-dX")-dO)=ls1rm (DY, x")(t,X")-dt-dX")=(Evnl Evn)=P(EsnlExc)=
p<E§Pn:E§>+p<E§Nn:E§>:J.E<§Pn>(@<xn’Xn>(xna§n)'an'dﬁn)"‘IE@Nn)(@(Xna§n>(xna§n)'dxn'dﬁn):

[ cem (@) (Xn)- T (X")-dX A ) H oy (B( (%) T (x")-dX - dx )=

St (T (") (s ey (B (X)) + sty s ony (D) (%)) )" (12)
Si pongono le fan(X.X")=lTr(x")- 07" s (%, X"V @Cn) (xon(X X DD (X, X)) € o= {x" /An(x.X")=0;
x"eR"'}. Da: derivata della (12) rispetto a x, ¢ (7); E(fun(x,x"). 5" " R, /£(x), 915 /(2.4.4.37))
dovuta alle {OR.cR,mis(R.)=0} (che possono essere accertate per mezzo della (5)), e
Fan(x,x")>0; segue IPM

{D(Y)(X) =gz (s (,X")-AX )=l 1) (F (X, X")-AX") = {ORns R, MiS(R1)=0} (13)
di cui la xe Ry dovuta a [k, x]c Ry.

Nel caso delle ax(x")=1 e bu(x")=ca(x")=0 si hanno le Y=x," Au(Y,x")=4Y xpu(¥,x")=Y"" €
xw(Y,x")=-Y"" che, avendo anche la_f%ﬁ—l(H§n(§")~d§")=f@§—l(®<§">(§n)-d§”)=1 conforme alle
(5.1.2) (5.1.12) [{x) e [(x)—=>1(x"), portano la £(Y,x,,IPM (13) /s%,5,(5.2.3.2)).

5.3 Il valore medio e la varianza di una funzione di variabili casuali.

I1 valore medio di una f(s) ¢ indicato E(f(s)) e ¢ definito dai primi due membri della
ECA() =) (£(%) 25(3)-dX)=T 506, F () 05(3)- dx)=Tmn( £(x) D5(x)-dx) (1)
1 cul membri ulteriori seguono dall’ultima delle (5.1.2).

La varianza e lo scarto quadratico medio (o deviazione standard) di una f(s), sono indicati ri-
spettivamente V*(f( s)) e V{f(s)), € sono definiti dalle

VHF(EN=E(f()-Es)") V{F()=(V 1) ™’ (2)
Le (1) e (2) generalizzano le definizioni dei Esg V(s ¢ V{sy) (dette in sez. 4.2), poiché queste
sono ottenibili specificando in quelle le s come la sy e poi la f(sx) come la sy (e poi conside-
rando, inerentemente la V*(sy), anche la £(sz(sz—¥(sx))’ /s,f(s) /(1))).

Da: £k /f(g) /(1)) dovuta alle £(k,s /y,g /(2.4.2.5)) e i(ks); quarta delle (5.1.2); segue IPM
{ECK)=K-f()(Ds(x)-dx )=k } <I(K! 5) 3)
Da: £(f(s)+k / f(s) /(1)); distributivita dell’integrale e i(k|s); (1) e quarta delle (5.1.2); segue IPM
{E(F ()K=l (f ()HK) (%)) =Jsi o) ( (%) (x)-dx)+K-J52(6) (D (%)-dx)=Fs tk }=iCkls)  (4)
Da: &(k-f(s) /f(s) /(1)) e KKis); (1); segue 1PM

{ECK- £ (2))=K-Jas)(f (%) Ps(x)-dx) =k By } K 5) (%)
Da: &(3(s)/f(s) /(1)) (¢ Sc=Eain(sn)); proprictd distributiva dell’integrale; (2.4.4.32);
(5.2.1.5); B(sn,5n /5,(3) [(1)); segue

E(Z(2))=l5(e.0)(Znet a(Xn-P5(X))-dX)=Tnct a([53(5.0) (X0 (x)-dX))=

Zn=ta(J o) om)(Xn[3en om(D5(X)-dx")-Axn)) ==t a([s(m) o) (Xn D ny(Xn)-dXn) )=Enct (B Sn)) (6)
Da: m(s)=%./a; (8", Z: /k.f(5) /(5)); (6); segue
E(Ms)=E(a - Za)=F(Zs)/B=01 o(E(sn))/8 (7)

Si pone la Ps={le s sono = valori della s}. Da: Ps e (7); &(s,Es / SxEs) /(4.2.12)); Ps; segue IPM
{E(Ms)=E(s)=m(Es)=limsg(s)(Ms)} «=Ps che mostra la Ps sufficiente affinché E(ms) sia uguale
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al parametro statistico lims_g(sy(Ms) di cui M ¢ una stima, e quindi affinché la m; sia una stati-
stica corretta.

Da: £(s) /f(s) /(1)) (di cui la Me=TTp a(s1)); (5.1.12) € T8 ); A(Soe,[SnsSn], nct a(XnDairy(xn)) /
Sap[anbal,f(x) /(2.4.4.32)); B(sn5n [5,£(s) /(1)); segue 1PM

(M) =50, )(M5 Ps()-d%)=I 3¢5, 0) (M=t (X0 Ds(a(Xn))-dx)=

[t st (1D (1)- (o, (XD (X2): .Sty o)X Do(Xn)-dxa)-. .. d0)- A1 )=TTact a(E( S0) } = T(5) (8)
Da: &(k /f(s) /(2)); KKis) e (3); 20 [k /(3)); segue 1PM {VX(K)=E((k—E(K))")=E(0)=0} &=I(kis).
Da: &(f(s)y+k /f(s) /2)); (4) e i(kis); (2); segue 1M

{(VHF()HRO=E((f (k=B f(2)+K))=E((f(8)—Es(2) )=V si0)  =KK]s) )
Da: &(k-f(3)/f(3) /(2)); (5) e WKis): &K(F(3)-Ese))’ /() /(5)) € UK|s) dovuta a KKis);
(2); segue IPM

(VK- F())=B((KF()B(K £ (3)))=ER(F(8)—Br) )=k B((f(8)—Es(2))=K* V2 f()} =ikl s ) (10)
La (s—Es)/Vs ¢ la variabile standardizzata associata a s. Da: &A(V's,(s—Es) / K,.f(s) / 5));
E(-Fo,s [k, f(5) [(4)); segue E((5—Ee)/Ve)=E(s—E)/Ve=0. Da: &V 's,(s—Es) /k.f(s) /(10));
E(-F,s [k, f(35) /(9)); segue VH(s—Ea)/ Vo)=Y (s—E)VX(s)=1.

Da: (s [f(s) 2)); BBt 25 [5 /(6); B(E-,5” ko f(5) /@) e B2, [ f(5) /(5)); segue
V(s)=E(B s4+8"2- B 8 )=E(B 48 )HE(=2-Be- 8 )=E(s)+E.—2-F* =E(s>)-EX(s) (11)
La covarianza di s e r ¢ indicata CV{s,r) e ¢ definita dalla CV(s,r)=E((s—Es)-(r—Er)). Da: que-
sta; E}SI,—ESI,ES-EI—EIS /s [(6)y; mEEe K/B)) &(~Fer /hf(s)/(5) e A(~Tns/
KA(2) [(5)); B({~Ee,r}, (=B} [Kf(5) /(5)) B(E<Er /K /(3)); segue

CV{s,r)=E(s-r—Es r+Es-E—E 8)=E(s - 1 )+E(—Es 1 )+E(Es- B )+E(—E-s)=E(s-r)—E,-Es (12)
Si ha Ia (anl,ﬂ(Sn_Ees(n)))zzznzl,ﬂ(Sn_Es<n))‘anl,ﬂ(Sn_Evs<n)):2n:1,ﬂ(Zn:1,§((Sn_Es(n))'(Sn_Es(n)))):
Snet w(En=t mrtn((S1—Bst) (Si—Bem))H+Enct al(S-Esw)). Da: A(Zs [f(5) [(2)); Zo=Sn-1a(sn) €
(6); la precedente espressione di (Znia(sn—Esm))’; 1’evidente specificazione della (6);
CV(Sn,S5m)=E((Su—Bom) (Si—Bem)) € A(sa /f(5) [(2)); B{sn,50 /5,7 [(12)); segue

VHE =B Zs—E(Z D)= (Znet m Sn—Bos () Y=E(Snct s St mortn((Sn—Fosny)-( S i—Fos () ) )+
2n=l,ﬁ((Sn_58<n>)2)>:2n=1,ﬁ(2n=1,ﬁ;n#n(g«Sn_E‘JS(ﬂ))'(Sn_ES<n>)>))+zn=l,%(5<(SH_E°S<H>)2>):

I ,§(2n=1,ﬁ;n¢n(ev< Sn,S n>))+2n=1,ﬁ(vz< S n>):2n=1,ﬂ(2n=l,ﬁ;n¢n(g< Sn*S n>_E>s<n> ‘Eos<n>))+2n=1,ﬂ(vz< S n>)

Da: X(s [x [(243.4)); E(swss/s/(8)); segue Tom>{M(samss);V{abicin=1,a}}>{E(swss)=
E(sa) E(sp);V{a,b}c{n=1,a}}. Questa e la precedente espressione di V*(Zs) portano la

H(8)=2 {VH(Zs)=Zn1a(V(sn))} (13)
Da: m.=5./a; £ "%, /k.f(s) /(10)); T, e (13); segue 1PM
(VAMo)=Va " Zo)=a "V (Z)=h " Znra(V(sn)) } 1) (14)

5.3.1 La disuguaglianza di Chebyshev e la legge dei grandi numeri.

La >0 porta le
(—p<G<ml={{G>—mA{G<o! o] 6| <ol o (<o) (1)
{{e—ml V2o o 6l 2ol o {c>n) 2)

Si pongono le d(X)=(x—E(s))®(s)x) ¢ £>0. Da: A(s /f(g) /(5.3.2)>; E(s,(s-Es) /Esf(E)/
(5.3.1)); additivita dell’integrale e €>0; db(x)=0 e £>0; segue
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V() =E((5Bs) )=l oen (%) AX) = eito)-o D) 0X) Higo-s.s0se( DX)-AX) i sco( D(x)-dx)>

[ st D(X)-dX) oy n(D(x)-dx) 3)
Da: {x<Es—e}{x—Es<—¢€} e {x2Es+e} o {x—Es>e}; A(X—Es,€ /G,m /(2)); segue

((XSEamg ) Vo {Xx>Eetel L L {x—Fa<—g Vo {x—Fe>el b { | x—Fe | 281 {(x—Fo )26} (4)
che porta le

{s<Bo—g ] s2Eatetesd | s—Bo | 2eb { s<Bo—etrd s>Eote t=Es (5)

Da: (3) e p(x)=(x—Fs)®s(X); Ds(X)20, e (x—Es)’>¢” dovuta alle {x<Be—e}.V.{x>Ec+e} e (4);
H(5<Bo—t,Es [EsionEsin [(4.2.2)) € A(s2Eate,Ee [EsiprEa [(4.2.2)) (di cui la E.=]seBR(s)});
E(s<Es—g,s>Ee+€,Es fA,B,c /(3.2.1.9)) e seconda delle (5); prima delle (5); segue

V22 ool (e D (3)-AX)Hit oy en (X—Fis) D5 (%)-0x)2E> ([t t-e(D(0)- AX)H it p100(Do(%)-dx))=
£5(P(S<Be—eEs)+p(s2Eate Eo))=e>p{ s<Pe—t M s2Fote Eo)=e>p( | s—Fs | 2€lEo)

Questa e la &( | s—E. | >¢g,Es /A,B /(3.2.4)) portano la

06( | s—F | 2e)<V20 /%) « E(ES) (6)
il cui primo membro ¢ la disuguaglianza di Chebyshev.

Si pone la Em=1 M(s)eBR(m.) . Da: &M, /s /(6)) ¢ CEms); (5.3.14), {Vi(sn)=V2i;n=1,8}, ¢
(s); segue IPM

{1iMasoeQO( | Ma—E(m.) | 2e))<e 2 liMao(VAML))=6 2V iMason(8)=0} <

{EEms), (VX (sn)=V"s;n=1,8},Ks)}

la cui liMa (08¢ | me—E(m.) | >e))=0 & la legge dei grandi numeri.

5.3.2 Le funzioni generatrice dei momenti e caratteristica di una variabile casuale.

La funzione generatrice dei momenti della s, ¢ indicata I){s)(t), se ne sottintende la i(t]s,x), € €
definita dai primi due membri della

D)D)= %)=s1ey (€7 Do (X)-dX)=] 0 (€7 Do (x)-dX) (1)
i cui ultimi due membri sono dovuti a £(s,e%* /s, f(s) /(5.3.1)).

Si indica  I’unitd immaginaria di cui le #=\(—1) e £’=—1. La funzione caratteristica della s, &
indicata ®(s)(w) e ¢ definita dai primi due membri della

D(5)(@)=Ds (£ 0)=0.0(€°*D5(x)-dx) 2)
che ¢ conforme alla (1) e mostra che la ®s(w) ¢ la Ds(t) dove si sostituisca T con £-®.

Si pone la QTEE{eT'S@;n:l,ﬂ}). La {R(sn)=R(€"*™):n=1,8} (dovuta a i(t!s,)) porta la &( s ,Q@/
a,b /(2.4.6.7)) e quindi la ﬁ}ﬁ)ﬁﬁ(@rs) Da: £(3(s) /s [(1)); E(ew /5 /(5.3.8)), ¢ H(ers) (dovuta
alls elsol(erws)); £(sn/s [(1)); segue IPM

(S N()=ETn=1.a(€7 ™)) =TTnet a(E(€T ™)) =Tnm1 a(D(50)(0)) } [ S) 3)
La teoria della serie di Fourier stabilisce, per una B(x) di cui la f_w,w( | B(X) | -dx)#o0, le
A(@)=(2-1) oo o€ B(X)-dX) B(X)=(2:71) [ oo(€ 7 A(0)-do) 4)

che mostrano la B(x)<>A(®) tra I’'insieme di ogni funzione che sia una specificazione di B(x) e
I’insieme di ogni funzione che sia una specificazione di A(®). Pertanto le £((2-1)"’-®4(x) /B(x) /
(4)) e (2) portano la

(s )(x)2P(s)(0) (5)
nel senso che ogni ®s(x) individua univocamente una ®s(w) e viceversa.
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6 LA DENSITA DI PROBABILITA DI ALCUNE DELLE PIU NOTE VARIABILI CASUALI.

6.1 La variabile uniformemente distribuita.

La variabile casuale uniformemente distribuita in [a,b], ¢ indicata ‘U{a,b) e ¢ definita dalla
{D(Ua)(x)=(b-a)";Vx€[a,b]} (1)
di cui la R{Uap)=[a,b] e di cui si sottintende la U{c,d)={®{Uap) | a=c;b=d}.

Da: (U /55 /(4.2.12)); (1); £(x [f(x) /(2.4.4.24)); (—a®)=(b—a)-(b+a); segue

B Uab)=Is 1oy (XD Uap)(X)-dX)=(b—a) "] p(x-dX)=(b—a) " -(b*—a’)/2=(a+b)/2 )
Da: E{( U, W [3,£(3) [(5.3.1)); (1) e B [f(x) [(2.4.4.24)); (b'—a)=(b—a)-(d+a-b+D*); segue
B U )=l tay (2D Uap)(xX)-dX)=(b—a) " -(b*~a’)3=(a’+a-b+b)/3 3)

Da: (U /5 [(5.3.11)); (3) € (2); segue VXU =F U ap)-EX Uar)=(d+a-b+b*)3~(a+b) /4=(a—b)*/12.

6.1.1 La determinazione di un campione casuale dell’universo dei valori di una variabile casuale.

La &(s /sX/(4.2.3)> porta la Fo(x)=lsx(9s(t)-dt) di cui la s=min(%.) e che consente di porre la
Fe=Fo(5)=les(®s(x)-dx) che porta la £(s,Fs /u,v /(5.2.2.12)). Questa e la {F's(x)=0s(x)>0;
Vxe{R—{s}}} (dovutaa £(s s,;y/ (4.2.7))) portano IPM {D(F)(Fs(X))=1;VXeRs} > {D(F ) Fs(s))=1} >
{DF)X)=1;VXxeR(Fs)} <> {D(Fs)=U(0,1)} i cui membri ulteriori seguono: il terzo dalla Fs=F(s);
e I’ultimo dalle 3(Fs)=[0,1] e (6.1.1).

Si pone la ®(1)=U(0,1). Questa e le ®(F=)=U(0,1) Fo=[. «(9s(x)-dx) portano la

U4 5(Ps(x)-dx)=0 (1)
La conoscenza di un U, di cui le U={U.;a=1,8} ¢ u=r(M(uUe<[0,1]), consente di determinare un
campione casuale dell’universo costituito da ogni valore della s ossia di conoscere 1 {sa;a=1,8}
di cui la {sga=1,a}=r(M(seRs), per mezzo del trattare ognuna delle {ua—fs,s@(@s(x)-dx):o;a:1,&}
(ottenibili come altrettante specificazioni della (1)) come un’equazione nell’incognita s,. La co-
noscenza di un tale U ¢ conseguibile con 1’esecuzione di uno dei noti algoritmi che sono chiama-
ti generatori di numeri pseudocasuali.

Da: Z£(®s,s,s,0 /f,a,b,c /(2.4.4.23)); {9s(—X)=Ds(x);Vxe(0,0)} e A(s /sX/(4.2.11)); segue
[o.5(®s(x)-dX)=5.0(®5(X)-dX)+o.5(Ps(X)-dX)=0.5+]0.5(Ps(x)-dx). Cid e la (1) portano la

(Ps(—X)=05(x); VX €(0,00)} = { U0 «(P<(x)-dx)—0.5=0} Q)
La (1) portala
{ps=W(a,b)} > {s=s(U)=a+(b—a)- U} 3)

I secondi membri delle (2) e (3) sono convenienti specificazioni della (1) allo scopo di determi-
nare il detto campione {sj;a=1,a}.

6.2 La variabile normale (0 gaussiana).

L’integrale di Gauss (di cui in [16]) € espresso dalla

Joooco(@XP(-y?)-dy)=n"" (1)
Si pone la k>0. Da: seconda delle (2.4.4.22); integrazione per sostituzione basata sulla y=y(x)=
K" x (ossia la £(K"*x [y(x) /(2.4.4.27))); segue

[oan e @Xp(=y*)-dy)=limpa 15 (Jan(€XP(=y?)-dy))=K"*-liMpa 51551 (Tarko s 0 5(€XP(—K-X)-dX))=

K" [ o €XP(—K-x%)-dx)

Questa e la (1) portano la | o .(fx(x)-dx)=1 di cui la {fx(x)=(K/1)"’-exp(—K-x*)>0;VxeR'}. Cid
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e la £(f,. %' / f.Ry / (4.2.16)) portano che ¢ possibile considerare una variabile casuale 6 definita
dalle 38(6)=T]" e ®(6)(x)=f«(x). Percio si pone la z={6 | K=0.5} seguendone le
(Z)(X)=(2:m) " "-exp(—x"/2) {2A-X)=Ax);¥x€(0,00)} (2)
di cui la R(Z)=R' e di cui si sottintende la Z=9(Z).

Tale Z ¢ la variabile casuale normale (o gaussiana) standard; e inerentemente 1’omonima ®(x) si
trovano in Letteratura tabulazioni di valori delle coppie {®.0A®)} ¢ {w.}o.o(®2(t)-dt)}, avendone
le [-oo(®2(t)-d1)=0.5 ¢ [-oo(®(t)-dt)=lo.o(®(t)-dt) dovute alle A(Z/s¢/(4.2.11)) E®A1) /f(x)/
(2.4.4.29))) e seconda delle (2).

Da: £(z / sg/(4.2.12)>; seconda delle (2.4.4.22); additivita dell’integrale; integrazione per sosti-
tuzione basata sulla t=t(f)=—¢; seconda delle (2); segue

A Z)=[ o oo (£ 2(t)-dt) =liMy o[ x x (0 A(t)-d)) =liMyso(Jo.x (D At)-dt)+H x o(t-D At)-dt))=

1M oo(Jo.x (0 2(t)-dt)+H 5 o0 A—£)-dE))=liMx or(Jox(t-D 2()-dt)ox(t-B (1)-d1))=0 3)
Da: dexp(—t/2)/dt=—exp(-t/2)-t; A(ttexp(—t/2) /x,f(x),g(x) /(2.4.4.26)); prima delle (2); segue
[ap(C-exp(—t/2)-dt)=—].s(t-(dexp(—t*/2)/dt)-dt)=].s(exp(—t*/2)-dt)}+a-exp(—a*/2)—b-exp(—b*/2)=

(2-70)" [ n(®A(t)-db)+alexp(a’/2)—blexp(b/2) (4)
Da: £(x,exp(x’/2),0 [ f(x),g(x),x /(2.4.4.2)); segue
liMxsoo(X/€XP(X/2))=liMx oo (x-€XP(x*/2)) =0 (5)

Da: £(Z /s /(4.2.13)); (3), prima delle (2) (e (2.4.4.22)); &(-x,x [a,b [(4)); £((~0,50),Z [Rep,5x/
(4.2.7)), e (5); segue

VA Z)=] oo o (=B 2)* D o(t)-dt)=(2-70) " limy oo x (- €XP(—t7/2)-dt))=

[ (@ 2(x)-dx)—(2/70)™ - limy on(x/€XP(X*/2))=1 (6)
Da: £(z /s /(5.2.3.2)) e xe®'; seconda delle (2); segue IPM
{AHZ)X)=27 (A" )2Ax"))/X " =0x")/ X"} = {xe R} (7)

di cui la R(Z)=2"' dovuta a R(Z)=R'".
Da: £(z /s /(5.3.11)); (6) e (3); segue
E(Z)=VH{2)+E(2)=1 (8)
Da: £(Z* /s [(5.3.2.1)); {9(Z)(x)=0;Vx2B'} (dovuta a £(Z* [sx/(4.2.7)) e R(Z)=8"); (7), pri-

ma delle (2), e }2.4.4.37); integrazione per sostituzione basata sulla x=x(t)=t"/(1-2-1); prima del-
le (2); &£z /Sg (4.2.11)) e seconda delle (2); segue

D(Z)(0)=wnio( €7 Z)(x)-d)=liMpsJop(€7*(Z%)(x)-dx))=

(2-10) " limpeo(liMassor(Jap(€XP(—(1-2-1)-x/2)-x *-dx)))=

2-(1=2-7) My liMasso (N (20 V- (1-20)((2-1) > eXp(—£/2)-d1)))=

2:(1=27) "% fo (@ A1)-db)=(1-2-7) 9)
La variabile casuale normale (o gaussiana) ¢ indicata G e ¢ definita dalla G=G(2)=B4Z+A; di cui
le (B, Z,Aq) € Ba#0. Le G=G(2) e =R’ portano la R(G)=R'. Le G=G(2) e z=2(G)=(G-As)/Bg, €
la £(G,Z [u,v /(2.4.6.3)), portano la £(G,Z [u,v /(5.2.2.2)).

Da: G=G(2); (AeBe2:Z [k.f(s).s [(5.3.4)) € ((ag2); B(B,2,Z [K.f(5).,5 [(5.3.5)) e (B42); (3); segue
Da: (G /s [(5.3.11)); G=Bg-Z+Ag ¢ (10); £(Bs-Z2-BsZ-AgAq [s [(5.3.6)); (5.3.5) ¢ Az /
k,s /(5.3.3)); (3) e (8); segue

VA G)=E(G)-EH{G)=E(Bs - Z+2-Bs-Ag Z+Ag )—Ag =F(Bg - ZW+E(2-BgAg Z)+E(As )—Ag =

Bs - E(Z)4+2-Bs-AgE(2)=B; (11)
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Da: | G|=(G*"’ (detta in sez. 2.4.7); (11); (G /f(s) /(5.3.2)); segue

| B | =(B)"*=(v2)"*=V(6) (12)
che mostra la B;=+V{G).

Da: £(G,z /u,v /(5.2.2.12)) e Z'(x)=Bg ; (10) e (12); prima delle (2), e (11); segue
AGH)=0A(x-Ag)/B) | Bg | =0(x—E6)/ B/ V=(2m) >V eXP(=0.5-(x—Eg V) (13)
la cui 94(x) ¢ la funzione di densita di probabilita normale (o gaussiana), e di cui si sottintende la
G(5.8)= {95 | Eg=5:V74=5} seguendone le G(0,1)=Z ¢ {9:=G(3.5)}=> {E=$;V":=S}.

Da: E(Z,g/u,v /(5.2.2.12)) G'(x)=Bg € Bz#0; (10) e (12); (13) e (11); segue

DAX)=Pg(BgX+Ag)- | Bg | =Dg(BgX+Eg) Ve=0g(Vgx+Eg)-Vg (14)
Da: &G,z [uv [(522.2), e a<b; (2.4.4.23); additivita dell’integrale; segue [os(Dg(x)-dx)=
oty i (@A) %)=l (AX)-dx)+Ho papy(®2(%)-dx) di cui le ala,b)=min(z(a),z(b)) Bla.b)=
max({z(a),z(b)) e che pud essere usata, insieme alle anzidette tabulazioni inerenti la {w,
fo.a(®@(t)-dt)}, per calcolare un [, 5(®4(x)-dx).

Da: &(G /s [(5.2.2.14)) (K'G) e k#0; (13); k-E=Ek-G) (dovuta a £(G,G/f(s),s /(53.5)) e
i(kiGy), e K:v2,=V¥k-G) (dovuta a £(G,G /f(s),s 7(5.3.10)) e (k!G)); segue IPM

120k Y (X)=() DgK)=(2m) (V) O exp(=0.5-(x—k Eg P/(KV) =GR Eg V2 (%)} =
{iKkig),k#0} (15)
Da: }E(g/ s /(5.3.2.1)) e (13); integrazione per sostituzione basata sulla x=x(t)=V4t+E4; molti-
plicazione e divisione per exp({V’;1"/2), e @;=exp(E¢1+V’;1°/2); integrazione per sostituzione
basata sulla t=t(#)=t+V1, € prima delle (2); £{(-0,%),Z /ﬁs@,sg / (4.2.7)); segue

D(G))=2-1) >V [ oo €XP(T:x—0.5-(x—E)/V20)-dX)=(2-70) - eXP(EgT)-| oo €XP(ViT:t—0.5-)-dt)=
(2:7) O] oo @XP(—(V g T—)/2)-dt)=O g (D A2)-d)=EXP( BT+ V4 T/2) (16)
Da: £(G /s [(5.3.2.2)) e (16); £(G /s [(5.3.2.5)); (13); segue eXP(Eg-£-0—V -0 /2)=0(G)(w)<>
De(X)=GE6, V7 6)(X) e quindi la

{D(s)(X0)=G(Bs, V7 )(x) } 2 { D(s )(0)=exXP(Es-£- 0V 07/2)} (17)
Si considerano le variabili casuali g di cui le g={gn;n=1,8} ¢

{D(gn)=G(E(gn), V¥ (gn))n=1,8} (18)
che portano le {£(gn /g /( 13),(16));n=1,8} e quindi le

{D{gn)(D)=eXP(Egny T+V gy T"/2);0=1,8} (19)

Da: (g) e &g /s /(53.2.3)); (19); Ty & (g /5 /(5.3.6),(5.3.13)); segue IXZ())(0)=TTacy oI G)(7))=
EXP(Znet a(Bain) T+Enct (Vg T/2)=€XP(E(Z o) T+ (Eg)1/2). Questa e la E(Ey /s /(5.3.2.2))
portano la CD<Zg>(co)sexp(E,(Zg>-xf-co—\fz(Zg>-w2/2>. Cio e la £(24 / s / (17)) portano la

{P(Zg)=G(K(Z ), V(ZN} 1K) (20)
Da: m(g)=2q/a; £(1/8,24 k.6 /(15)) dovuta alle lg € (20); g e £(g /§ [(5.3.7),(5.3.14)); segue IPM
{B(Mg)=0(Zg/m)=G(E(Zg)/8,V(Zg)/8")=G(E(My),V(Mg)) } <1 g) (21)
Si pone la g={gmn=1,8}={g | Egm=Fq, V2 em=V"5;n=1,a}. Questa ¢ la (18) portano la
{D(gn)=G(Eq,V"5);n=1,8} (22)

per cui le g possono essere considerate come un insieme di & valori assunti da una stessa varia-
bile casuale g di cui la 9(g)=G(E4, V7).

Da: I(g) e (g /g /(20)); Ty ¢ £(g /s /(5.3.6),(5.3.13)), € {Eqm=Fq,V 5m=V"5;n=1,a} (dovute a
(22)); segue IPM
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{D(Z(IDN=GE(Z ), VA Z))=G(a-Eg.a Vo) } < g) (23)
Da: 1, e £(g /g /(21)); Ty (g /5 [(5.3.7),(5.3.14)) e (22); segue IPM

{B(M(9)=G(E(M ),V (M))=G(Eq, Vo) } [ g) (24)
Da: £(-1,mq4 /k,G /(15)) (dovuta a g e (24)); Ty &g /§ [(5.3.7),(5.3.14)) ¢ (22); segue IPM
{D(-Mg)=G(—E(Me),V(Me))=G(~Eq,V o/a ) } < (g) (25)
Si pongono le g={gmn=14} ¢ {8{gn)=G(Es,Vs):n=14}. Cio porta la £(g /g /(22),(25)) ¢ quindi la
(@)= {2(-M())=G(~E, Vs /) (26)

Si pone la A=mg—m,. Da: £({Mg,-My},A /5,5 /(5.3.6)); B(My)=E, (dovuta a (24) e Ty) e
E(-mgy)=—F (dovuta a (26) e Ty); segue IPM

{E(Q)=EMA+E(-Mg)=Fg—Eq} <= {T,05} (27)
Da: H(mg-my) e A({Mg-my},a /5,5: /(5.3.13)); Vimy=Vy/a (dovuta a (24) e Ty) e
VA=my)=V">4/n (dovuta a (26) e [5); segue IPM

(VA=Y M V=M=V o+ VP o) = (g Mg, —mg) o {1, [ (img, m o)} (28)
il cui ultimo membro segue da &({My,M,},{Mg,—My} /a,b /(2.4.6.7)).

Da: T(My,~myofmg,my) e £({my,—my},a /9,54 /(20)) (dovuta a {(24).T4} e {(26).14}); segue
(ol My, M) o {0(AY=G(EA, Y200} { (A (A—Fn)/ Vs, Ea, Vs /G,Z,A6,B4 /(2),(13))}. Questa ¢ le
A=mg—Mmy (27) (28) portano la

6.2.1 Il teorema del limite centrale.

Si pongono le o=(Z(s)-F(Zs))/V(Zs) o={onn=1,a} € or=0n(sn)=(s1—E{sn))/Vs(s). Da: cio; (5.3.6); segue
0=(2s—Ex(5))/ Vi(sy=Zn=1.8(Sn—E( )/ V5(5)=2(O) (1)

La on=0n(sn) € I’essere le {Esm),Vs(s)} due costanti portano la {R(sn)<>R(on);n=1,1} e quindi la
&(s,5 a,b [(2.4.6.7)) che da luogo alla f(s)e> o).

Da: (1); &(c /s /(53.2.3)), ¢ T, dovuta a T, e TooTo; {#(on/s /(532.1));n=1,8}; &t-on/x/
(2.4.4.15)); £(1™on/h!;h=0,00 /E /(5.3.6)> (e la E(1)=1 conforme alla (5.3.3)); segue IPM

WD) =IO =TTt (1 0)(1)) =TTt a(E(EXP(T ) =TTt (B Emo,0(7"- 0 /1) )=

Tlct o 1+E(T O+ E(T 0n /2)+ s oo(B(T" 0n /H1))) b &= () )

Da: ov=0n(sn); AT/ V5(s),Sn—Fssn /K, f(5),5 /(5.3.5)) € K/Vi(s)!Sn); A(~BsnSnssn /K. f(5),s /
(5.3.4)); segue

E(T-0n)=E(T-(sn—Bsm)/Vi()=T-E(Su—Esm))/ V(=0 3)
Si pone la Prc={V(sn)=Vs;n=1,a}. Da: (5.3.13) e s; Pic; segue IPM
{Vs(5=(Zn=1.a(V(50)) " *=8" Vs e {[(s), Pic} 4)

Da: on=0n(sn); (5.3.5); (5.3.2) {l5,Pic} e (4); segue IPM

{E(1*0n7/2)=F(0.5-T*(8n—Fsn)) /V’5(5))=0.5- T E{(5n—Bsm)) )V 5(5)=0.5T /8 } <= {{(s),Pr.c} (5)
Si pone 1a Thn(t, Sn)=t"(Sn—Eem)/(Vs"h!). Da: on=0n(sn) {Ts,Pc} e (4); definizione di Thn(T,sn);
EE O 1h(T,50),50 /K, f(5), 3 /(5.3.5)> e i@ Ms,); segue IPM

{Zhosoo( BT 0n M) =Zhes oo (BT (S n=Bsny) (V" h1-8" M) N)=Zhs oo B T (T, S0 )/ 1Y) =

Shes o E(Thn(T, 50) 8" ™) = {(8), Prc} (6)
Le (3) (5) (6) e (2) portano la {fs, P} — {I0)(1)=ITnet a(140.5-T/8+Zns oo B Tha(T, Sn) &™) ).
Da: questa e {lls,Pic}; 1’essere Znosow(B(Thn(T,5n))/8""™) un infinitesimo di ordine superiore ri-
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spetto (140.5-T°/r); &A(a,7°/2 /a,b /(2.4.4.13)); segue IPM

(iMoo )())=liMa oozt o 140.5-7/8+Zhs o BT (T, S0) V8" )))=liMa oo (140.5-7/8)")=
exp(t"/2)} = {(s), Prc}

e quindi (in base alla (5.3.2.2)) si ha la {Ts,P.c} = {liMaso( D(c)(®))=€XP(—®/2)}. Da: questa, la
%{c,0,1 }s e, Vo /(6.2.17)) (dovuta a E(c_j /(S—ES)/VS /sez.5.3)), e &0,1)=Z; segue

{Us, Pre} = {liMaso(D0)=Z} > { EliMas00(Z5,0) /6.2 / (6.2.13))} > {liMa (BT )=G(Ex(s), V)t (7)
il cui secondo membro (o equivalentemente 1’ultimo) ¢ il teorema del limite centrale.

6.2.2 Il metodo Montecarlo per ’approssimazione di un integrale.

11 metodo Montecarlo, per il calcolo approssimato di un Juw(f(x)-dx), & basato sulla scelta di
una ?s(x) di cui la i s DRy e sul considerarne la g(x) di cui le

{8X)=f(x);VxeRy} {8(x)=0;VXe Ry} (1)

Si pongono le A={F: DRy} W(X)=¢(x)/Ps(x) € U=y(s). Da: (1), A, A(Rs,Rx /a,8/(22.23)) €
additivita dell’integrale; b; Z(y(s) / f(s) /(5.3.1)); segue IPM

e (£(0) )=l (€(x)-dx) =z (W(x) D(x) - dx)=E(W(£))=E )} = A (2)
Sipone la Yy={ym;m=1,m} 1 cui ¥ sono s valori della stessa variabile casuale . Cio porta le
{EQUm)=EQ)sm=1,8} {V(Um)=V{{);m=1,ga} 3)
Da: Ay /g [(53.13)) e [l(y); seconda delle (3); segue IPM

AU =Emer.n(V(Um))) =0 V() } <= ) 4)

Si pone la oy=(Zy—E(2y))/V(Zy). Da: questa; £y / s /(5.3.6)) e prima delle (3); (4) e [y; segue
1PM {oy=(Zy—Es )/ Vey=(Zy—8-Ey)/ Vi=(Zy—#a-Ey)/ (" V) Ty, Da: questa e Ty (e £>0);
S =m)-a; E(My—Fy.eVy/m” /6w /(5.3.1.1)); (2) e A; segue IPM B

{4 —e<oy<e re3d —em" V<S  —mE<em”Vy r33 —&-Vy/m"’<m -t <eV/m”’ r>

I my—Ey [ <evi/m® besd | my—ln(f(x)-dx) | <e-vy/m® b} {af ) (5)
Si pongono le Eqy=1—e<oy<el e Eop=toveR(oy)r. Da: (5) e (A, fE(ow,Eow),Eo(w)/
SyEei Es [(4.2.4),(4.2.2)) e E(Eowy); A(Cy,Um /o, s 2/(6.2.1.7)) iy e seconda delle (3); segue IPM
(iMoo (U0 | My~ (F(%)-dx) | <eVi/" ) =liM im0 (10 Eoin)) iMoo .o 03 (%) dx))=
[oea(Z00)-dx) = L AT, o)} (6)
che mostra come dei € ¢ 8"’/ entrambi adeguatamente grandi possano rendere operativamente
valida la Ja(f(x)-dx)=m,.

Si pone la Ey=M{(yeB(U)). L’essere 1 | s valori della stessa , porta la £(U,Ey,1 /‘L{k,gk,k/
(4.1.1)) e quindi la {y=r(Ey)}—>T. Si stabilisce vera la condizione che il camﬁone | sara de-
terminato, seguendon_e (per la E}Oy,&,Ew,Ed@ / Sy, X, X,Es(x) /(4.2.9))) la {gsr@@};@(a@.
Da: questa e {U=r(Ey)}—=0y; (6); segue

{AU=r(Ep)} 2 { AW, CExw) =B (7)
di cui le B={Jsnw( f(x)-dx)=my;V C} e C={sa ¢ sufficientemente grande}.

11 metodo Montecarlo, per I’approssimazione di un Js(f(x)-dx), & basato sulla (7) cioé consiste
nell’assegnare a tale integrale il valore di un my in quanto le A y=r(Ey) e (7) consentono di
ammettere la s f(x)-dx)=my utile in virta di un s adeguatamentg grande. Un modo di imple-
mentare il conseguimento di questa approssimazione ¢ il seguente.

Si pongono, con riferimento alla (6.1.1) e alle s={sn;n=1,8} s={sn;n=1,8} dette in sez. 5.1, le
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{o(sn)=U(sn,8n);n=1,8} I(s,8)2R« (8)
Da: [(s) (5.1.1) e {Rsm=[sn,=n);n=1,8} (dovuta a prima delle (8)); seconda delle (8); segue IPM
{Hi(s)=S(s.8)2NRx} < s) )
Si pone la Ps=ITyi s(8n—sn). Da: (5.1.12) e Ts; ®smy(sn)=(8n—5n)~' (dovuta a prima delle (8)); segue IPM
{95(8)=Tn-1.4(Ps()(Sn))=Tln1.a((80—80) )=P' s} < s) (10)
Si pongono le {®u,)=U(0,1);n=1,8} e u={u,;n=1,a}. La prima delle (8) ¢ la {Ai(sn,[sn,%n]/
s,la,b] /(6.1.1.3)>;l’1=1,¥k} portano le {sp=sn(Ws);n=1,a} di cui la sy(Un)=sut+(8n—5n)-Us. Da:
P=y(s) e Y(x)=g(x)/Ds(x); (10) e Ts; {sn=sn(Un);n=1,8}; segue IPM {y=g(s)/Ds(5)=P=-g(s)=
P.-g(sn(n);n=1,8)} <. Questa, la (9), e la T &T(u) dovuta alla £(s,u /a,b /(2.4.6.7)) che se-
gue dalle {s,=sn(Un);n=1,8}, portano la

W= { A y=Ps-g(sn(Un);n=1,8)} (11)
Si pongono le y={tmm=1,m} tn={tm;n=1,8} v=c(Ey) Eu=M(UcT(W)) (W)=U0,1) ¢ D=
{Un=Ps-g(Sn(thm):n=1,8);m=1 28} Da: £WUEy] [HiFike [(4.1.1)); £ [x [(2.4.3.4)); {E Yrm, b, U |
U /(11));m=1,88}; segue {#=r(Ey)} 28— {[(tn);m=1,88} > {A,D}. Da: questa ¢ £(u=r(Ey),
{A,D} [P, Py [(2.1.1.3)); bs (7); segue {u=r(Ey)} > {{U=r(Ew)}, A, D} } > { Ay=r(E))} >B. Da:
questa ¢ {U=r(E)} >D; A(D,B,B/Po,Pr,P/(2.1.1.8)); segue {U=r(E)}=>{B.D} - {B,3={5| D}}.
Questa porta la

{u=r (Eu)} = U (f(%)-dX)=M(Pe-g(su( thm);n=1,8);m=1#8);V C} (12)
il cui ¢ (di cui la u=r(Ey)) ¢ determinabile come una successione di a-# numeri pseudocasuali
prodotta con uno dei noti algoritmi quali quelli usualmente disponibili nelle elaborazioni nume-
riche al computer.

Generalmente la [s( f(x)-dx)=my, che si ottiene con la (12), migliora con I’aumentare di 8, €
con I’aumentare di & diviene piu conveniente degli altri metodi di integrazione approssimata.

6.3 La variabile chi-quadrato.

La funzione gamma ¢ indicata I'(at) e ¢ definita dalla

(T(a)=lo(t*"-e7"dt);Va>0} (1)
Da: (1); integrazione per sostituzione basata sulla t=t(x)=x"; {exp(—(—x)’)=exp(-x’);Vxe(0,b*’]}

e E(exp(—x>) /f(x) /(2.4.4.29)) (e additivita dell’integrale); (6.2.1); segue T'(1/2)=limpsc(fon(t > 4dt))=
liMpsoo(2-Jo ) (@XP(=x2)-dX )= o co(€XP(—X)-dx)=1"".

Da: de”/dt=—e""; &(t".e",0,x /f(x).g(x),a,b /(2.4.4.26)); segue

Jox(t*-e " dt)=—ox(t*(de Ydt)-dt)=a-[o x(e~"t*"-dt)—x"/e* )
Le note regole di derivazione portano le
d"x*/dx"=x""TTk=0m-1(0—k) d"e*/dx"=e" 3)

Si chiama i un intero di cui la O<i<a. Da: £(d'x%/dx,d'e*/dx 0 / f(x),g(x),x / (2.4.4.2)) dovuta alle
a>0 ¢ (3); (3); la definizione di i che consente di stabilirne la i+1>a; segue IPM

{iMyon(x%/€5)=liMy (A x¥/dx™)/(d ' e/dx™ ")) =limx oo(Ticoi(0—K)/(x 7% €%))=0} <= {0 >0} (4)
Da: (1); (2); (1), (4) e 0>0; segue 1PM {T'(04+1)=limxsoe(Jox(t™€ - dt))=0:Jo ot - - dt)—limyo(x /%)=
a-I'(a)} «<={a>0}. Da questa segue la

{m>0,0>0} > {T"(o+m)=I"(a)- IT=o,m—1(0:+k)} ®))
La variabile casuale chi-quadrato ¢ indicata X* e ¢ definita dalla
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BOOE=2"Tv2)) X" e vxe®') (6)
di cui la ®OC)=FR', il cui v & un naturale (di cui la v>0 conforme alla (1)) che ne ¢ detto i gradi
di liberta, e di cui si sottintende la X(s)={®(X’) |v=§}.

Da: & / s / (5.3.2.1)) e ROO)=R'; (6); integrazione per sostituzione basata sulla x=x(t)=t/(0.5—1);
1<0.5 ¢ £{V/2 /(x /(1)); segue
DE()=lMpseo(fo,5(€7DOCY(X)-dx))=(2"2T(v/2)) " limp—sec(fo.5(€XP(—(0.5-1)x)-x"*""-dx))=
2"2T(v/2))"(0.5=1) 2 limpee(fo 0.5 p(t* -7 dt))=(1-2-1) ™" (7)
Da: (7) e &X /s /(5.3.2.2)); A /s /(5.3.2.5)); (6); segue (1-2-£-0) " ’=0()(0)DIE)(X)=
X{v)(x) e quindi la

{B(s)(=XK()(0)} 2 {D(s)(@)=(1-240) ) (8)
Da: ()" / f(s),s / (5.3.1)) e ROO)=R]'"; (6); integrazione per sostituzione basata sulla x=x(t)=
2-t; A(m+v/2 /a /(l)}; ZENV/2 [a /(5)} e m>0; segue IPM

LECOC)™ =My seo(Jo s (X DOCNX)-dx))=(2" T (v/2)) My oo p(x™ - €7.dx))=

2T (v/2) Jo (™Y e dt)=2"T"" (v/2)- T (m+v/2)=2"Tico.m_1 (v/2+k) } <= {m>0} 9)
Da: &(C /s /(5.3.10)); &(0C),2/06)"m /(9)) 20E,1/00)"m [(9)); segue V()=E(()—E(C)=
V-(v42)—v'=2-v.

Si considerano le z={znn=1,8} zo={z’nn=1,8} e {®(zn)=Zn=1,8} (avendo percid anche le
(B(zn /2 /(6.2.2),(6.2.9)y:n=1,8}). La &(z [y /(2.4.3.7)) porta la Hz)e>M(zo). Da: T, (dovuta
alle T, e T, 1) € A(zo /s /(5.3.2.3)); &(za /Z [(6.2.9)); segue IPM {IN(E(zo))(T)=Tlnct (12 20)(0))=
oo n((1-2:7) )=(1-2-1) ™%} « .. Questa e la £(Z () /s] (5.3.2.2)) portano la

[(2)=2 { DTz @)=(1-2-40) ™} (10)
Questa e la £(Z,(q),8 / S,$ / (8)) portano la
Kz)2 {(Za()=Xm)} (11)

Si considerano le Xo={X’un=1,8} e {(X’n)=X(va);n=1,8}, avendo percid anche le {&£(X’, /X2 /
(6),(7));n=1,a}. Da: T(Xo) € £(Xo /s /(5.3.2.3)); DOCH1)=(1-21) "™ dovuta a {E(Cuva /v |
(7)); segue 1PM {IX(E(X))(T)=TTnet a(DOCaY(D))=Tlnmt w((1-2-7) ™ 2)=(1-201) HOTH D2 i)
e quindi la T(Xo)=> {D(Zx i) (@)=(1-2-£-0) ="M Questa e la £(Zx(q),Zne1.a(Vn) /5,5 /(8))

portano la

(X )= {D(Zx())=K(En=1.8(vn)) } (12)
Si considerano, inerentemente le g di cui la (6.2.22), le zg={zqm;n=1,8} zge={z’sm;n=1,8}

Z g =Zo()(In)=(gn—E)/ Vs € Zmig)=zm(g)(Mg)=a""(Mg=Eq)/ V.

Le zgm=2zqgm(gn) € (6.2.22) portano la £(zq(n),gn /z,g /(6.2. 14)) che da luogo alla ®{zm))=Z. Le

Zm(g=Zm(g)(Mg) € (6.2.24) portano la Ty —>&(zm(g),My /z,g /(6.2. 14)) che da luogo alla

H(g)y= {(&(zme)=Z} (13)
Da: Zom=zom(gn); (GEs /XK /(2.2.39)); Zmg=zm(e)(My); segue
2 ZgQ)=2n=1 ,ﬁ((gn—gg)z)m 2q2d2<g>/\f 2g+©12<g,ﬁg>/\f 2g:d2<§>/v 29"‘ z 2m(g) (14)

Da: £(zq,9 /Q,Q /(2.4.6.7)); E(Zg,Z9q /E,EQ /(lO)) dovuta a ®(zgm)=4 segue lyl(zg)—>
(D(E(zg))(@)=(1-2-£-0) ™}, La (13) porta la Ty—>m(z’m /22 /(6.2.9)) e quindi la Ty—>
{D(2 m@)(@)=(1-2-¢-w) "}

Le M’y=(Saci a(g0/8))’ ¢ d*g=Snct a(Snmta(Bu—1/8)-g,)) (dovute a &(g /A /(2.2.1),(2.2.2))) por-
tano la &({m’,d’3},g /y,§ /(2.4.3.12)). Da: questa, la riduzione delle due precedenti equazioni
alla M’y=(Zn-1 s(gn’)—d’y)/a (dovuta a £(g /A(}sez.2.2>), e {B(gn)=R";n=1,a} (dovuta a (6.2.22));
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B ,m% ) (s, 22 mi} fa.B /(2.4.3.6)); segue

Ug)=(d* s, m’ e l(ds, 2’ mg) (15)
Da: (14); B(d*/V2y,2%mg /5 /(5.3.2.3)) e Tdy/V2y,2°m) (dovuta a (15) e Ty); segue 1PM
(D 2 go)) D)=LV g+ 2 mi W O=IN V) (D) I 2 iy )(1) } =T, Da: questa e Ty Ty—
{DO(Z(z g ®)=(1-2-£-®) ™, D(2’ m)@)=(1-2-£-0) *°} e Tly; segue 1PM

{D(A o/ V2 ) (0)=0(E( 2 go)H @)/ D2’ mig)(@)=(1-2-4-®) "} Tg) (16)
Le (16) e £(d*y/V?,a—1 /s,s /(8)) portano la
gy {o(d o/ V2 g)=X(a—1)} (17)

Da: (g /A /22.1)); 2@ Ao ko f(s),s [(53.5); B g ff(s).s [(53.5); &dy/ Vi, 1a—1/
Xz,m,v7(9)> dovuta alle Ty e (17); segue IPM

{E(VH(gN=E(d’o/m)=E(d’ )=V B(d’ o/ Vo) a=V (=1 )/a} <~ T(q) (18)
Da: &a/(a—1)V4,g /k.f(3),5 /(5.3.5)); (18) e Ty; segue 1PM
(E@Vi/(a—1))=aENVo)/(a—1)=V2} < (g) (19)

Si pone la E;=M(ge(qg)). Da: I’essere le g & valori della g (dovuto a (6.2.22)); £(g,Eq /
sxEsw [(4.2.13)); segue

"mg—>E<q>(V2g):V2<Eg>=V2q (20)
Questa e la limg_gq)(®)=c0 portano 1'ultimo membro della

iMoo @ Vo/(@—1))=liMgoee) (Ve (1-1/8) Mg ((1-1/8) HiMgsgo(Vo)=liMgsge(Vo)=Vg (21)
Le fly (18) e (20) portano che la statistica v’ non & corretta, giacché mostrano che il suo valore
medio ¢ diverso dal parametro statistico limg_gq) (V') di cui ¢ una stima. Le {5 (19) e (21) por-
tano che la statistica #-v’y/(8—1) & corretta perché il suo valore medio ¢ uguale al parametro sta-
tistico liMg—,g(q)(8-V’g/(8—1)) di cui & una stima.

Si chiama ¢ la suddivisione di g definita dalle c={cn;h=1,&} Gn={gnmk:k=1kn} {nn;k=1k%nh=1k}=
{n=1,a} B>2. La £(g,G /§,X /(2.2.40)) porta la

d’s/V?5=D%(g,6)/V o+ DXg,e)/ Vs (22)
Si pongono le c={cn;h=1.k}={cn f@t(gh>22;gheg} kn=ou(cr) e T={dXGn)/V g;h=1,k}. Le fE(I,g/
v.x /(2.43.12)) ¢ {#(gn)=R';n=1,8} portano la T,—>WT). La (g /x /(2.4.3.4)) porta la fl;—>
{[(a)sh=1k}. Da: 2(g,c /A8 [(2.2.38)); {d3=0;Vou=1}; &1 /s /(5.3.2.3)) Ty e Ty s 2(cidor /
g8 /(16)) Ty e lly— {[(ny;h=1k}; segue 1PM

{D(D’6.o/ Vo)) =D (Tt (A )/ V7 ) ©)=D(Tht #(A GV )N @) =TTt (DA 1)/ Vi )())=
(1-2-40) "9 g (23)
di cui le ¥(g,6)=2n-14(fn—1) € {¥g,c)=a—h;VE=h}.

La(23)ela E(ng,g/\fzg,ﬁ(g@) /s,s /(8)) portano la

(g)= (2D, o/ V7 5)=X({B¥g,6))} (24)
Si pone la 7={D’3/V’4,0%5s/V75}. Le A(T,9 /y,g /(2.4.3.12)) e {R(gn)=R';n=1,a} portano la
Ty (7). Da: (22); £(1/s/(5.3.2.3)) Ty € ;=11 segue PM {I(d/ V2, )(1)=I(D4 o/ V24 D20 /V20)(1)=
(D’ 5.6/ V2 ) (1)1 (D°5.6/ Vo)1) } <= Tlg. Da: questa e Tg; (16) (23) e Tig; segue 1PM {O(D’/ Vo) (@)=
Do/ V) @)/ DD’y o/ V2N 0)=(1-2-£-m) * V(1240 ¥ T =(1-2-4-0) ® 1Ty di cui la
a—Ny.=h Cioela }E(ng,g/\fzg,h—l /s,s /(8)) portano la

Kg)= {00,/ Vi g)=Xh—1)} (25)
Si pone la Dz(g,§>z{dzgn\'/nng,gn\'/nng@}, e percio le (17) (24) e (25) sono sintetizzate dalla
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K= {(8(0(g,6)/Ve)=X(&)} (26)
in quanto si intende: #=a—1 se D’y =d’g, H=Mqc se D’y =D’g, B=h—1 se D’y =D’gc.

Da: (15), Ty=1r, (22), e F(d’g)=%' (dovuta a Fign)=5"); &({2’m(.D%(9.0)} {zme:D4(9.0)} /
a.B [(2.4.3.6)); segue

K=Kz mi),0(g,6)zm@,D*(g,6)) 27)

6.4 Le variabili t di Student e F di Fisher.

La variabile casuale t di Student ¢ indicata T ed ¢ definita dalla

T=T(ZX)=Z/(FIV)’? (1)
di cui le (6.2.2) e (6.3.6), e le R(2)=R' RO)=]"1(Z,X*) che portano la K(T)=R'.

La $(C)=2' porta la T((0)"*)=3((CA)"*)=2". Da: £ **,00)"° [k,5 /(5.2.2.14)) F((CW)*)=
R'eteB'; BN /s /(5.2.2.15)) RO =% e v teR' (dovuta a teR'); segue IPM

{B(0CA) ) O=v">0((0) )V =2 vt D) (V1) } <= {te R} ()
Da: (T, /s /(5.1.1), e AT,0CM)") (dovuta a [(Z)C) FUZ=E' e (1)); F(T)=E' e A(CN)"*)=
R segue R(TCV)D=R(TY-ROCV) =R %', Da: £(T,Z,00N)"° /R,SN,SD /(5.2.3.1)) (dovuta
a (1)), e T,V H=R"B' ROCV))=R' R(T)=R"; (2) ;6.2.2) e (6.3.6); integrazione per so-
stituzione basata sulla t=t(1)=2"-(v+x>)**t%%; &(v+1)/2 [o. [(6.3.1)); segue

(T )X)=HEY®OCV) ")) D(2)(x-t)-t-dt)=2" 2T (v/2)- " v [ (- exp(—(v+x)-£2/2)-db)=
(V+X2)_(V+1)/Z'F_l(V/Z)'TC_O.S'VV/Z'J.gl(t(\H—l)/Z_l .e—l.dt):(v_’_XZ)—(VJrl)/Z_F—l(V/z)_n—O.S_VV/Z.l—*((V_i_1)/2):

(V) 2T (W2) T ((v+1)/2)-(14x3 /vy D2 (3)
di cui si sottintende la T{s)={®(T") |v=§}. La T{v)=Z migliora al crescere di v e diviene general-
mente valida gia per v=30.

La variabile casuale F di Fisher ¢ indicata F ed € definita dalla

f=f(X2N,X2D)E(X2N/ VN)/ (XZD/ VD) (4)
di cui le DOCW)=X(vw) D p)=XK(vp), € le ROCH=Bp)=8' T(X’x,X’p) che portano la R{F)=
RO o)=F'.

Da: /E<X2N/ XZD,XzD / S / (5 1. 1)>, € DDD<X2N/ XZD,X2D> (dovuta a DDD<X2N,X2D> € %(X?N):%l); ﬁ(XZN/ X2D>=ﬁ<xzp>=£l;
segue TN p X o)=BN o) F(Co)=2. Da: (4); Evown/Lo [K,s /(5.2.2.14)) T F)=8' e
xR B Lo [R,5%50 [(5.2.3.1)) RO o Co)=2 RUC)=R(OCo)=2' ¢ xeB'; D(ICx)=
X(w) e D(0C)y=X(p) (e (6.3.6)); integrazione per sostituzione basata sulla t=t(£)=2-(x-vx-vp ' +1)"";
E{(W+vp)/2 [a /(6.3.1)); segue IPM

{(F) X=X (Lo Vo)X=V DO I D) (X Vp)=vae Vs [ )@ D) (1) DOCN) (X t/v) )=
(2(V(N>+V(D>)/2_r ( Vo /Z)T ( Vn /2))—1 . VNV<N>/2‘ VB—V(N)/Z_X\/(N)/Z—I . ng (t(V(N)+V(D>)/2—1 -exp <_ (X-VN Apt1 )-t /2>_ dt):
(F(VN/z)'F(VD/Z))_l 'VNV<N>/2'VD_V<N>/2'XV<N>/2_1 _(X_VN.VD—I_’_I)—(V<N>+V<D>)/2_J'%l(t(V<N>+V<D>)/2—1 e—l‘dt):
(F(VN/2)'F(VD/2))_1 'F((VN+VD)/2)'VNV<N>/2'VD_V<N>/2‘XV<N>/2_1 '(X‘VN'VD_1+ 1 )—(V<N>+V<D>)/2=

(C(/2) T (vp/2)) T (vntvp)/2)- i N2y P2 (v yx) VN2 3021 o ( cgaly (5)
di cui si sottintende la Fs,$)={®(F) | WW=$;Vp=3}.

7 IL TEST STATISTICO.

7.1 Le posizioni preliminari.

Si chiama 4 (di cui la J/={44;n=1,a}=e(¥)) un particolare campione che ¢ stato o sara determinato, e
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le cui proprieta non sono meglio conosciute, nel senso che ¢ identificato il contesto nel quale esso
viene determinato, ma non ¢ nota la funzione di densita di probabilita di alcuna statistica inerente X.

Si considera, con lo scopo di indagare 4, I’ipotesi #ag definita dalla
Has= A= 20 20=r () | o) (1)

di cui 1a 9 Papt, € la Pap={D(Sap)(X)=Dan(X); S a=Sn(X1); Xx= {Xan:n=1,8}=e(X,)} per cui Pas afferma
la sas come una statistica inerente X, e definita dalla sap=sg(X4) sul Xa di cui la Xx=e(Xx).

Gli indici A e B della (1) sono generici nel senso che quanto vale per essi vale anche per ogni lo-
ro specificazione, e inerentemente tali indici € sottintesa la sa=saa={San | A=B}.

La #as € detta determinata in quanto se ne ha la (1) di cui sono note le funzioni sp(Xa) € Dan(X).
Per la valutazione di una ®(sp)(x) non nota, puo essere utile (se valida) la

E(San,S8(X0),S,SAK).Zn /5,5.4(x),1,14(x),x /(5.2.2.11)) 2)
Da: (1); Pap € E{A=Xn; Xa=r (Xa)}, Pan /’PA,?B /(2.1.1.7)); segue

Haw= =X nmr () | Prs)={0= k0 s () = {d=r (20)) (3)
Le (3) e J=e(}) portano la

(Hav={=xna=r @)} | A={2V.H) B= {20 V.H) } 4)

Si pone la /={/n;n=18}=e()). Questa e la (4) portano la {Xs,Xa}={FX | Has}.

Si pone la sp,=sg(d). Da: Pap ¢ £(Hap, Pan /TA,TB /(2.1.1.7),(2.1.1.9)); (3) e (4); (2.1.1.9); segue
HABETHAB | Hap, Pan}={Has | HAB,{‘D(SABXX)ECDAB(X);SABZSBL;/_YEe@@} =

{Han ®<SAB>(X)E@AB(X);SAstBi;/_yEe<2={>} (5)
la cui {D(srs)(X)=Das(X);Sas=Ssr;A=e(¥)} afferma la s.s come una statistica inerente X ¢ definita
dalla sas=ss, sul A di cui la J=e ().

L’accezione Hap={d=x1:42r ()} della (4) implica un P A=r ()| Has). Questo e la E(HapA=r () [
Pa,Ps /(2.1.1.1)> portano la —{J=r(¥)} >—Has. La Has deve soddisfare, come ogni ipotesi, il re-
quisito di non potere essere stabilita vera o falsa. Dunque la Has puo essere proposta come ipote-
si, se non ¢ possibile stabilire la —3 /_er@j}F cioé se la A4=r(X) ¢ certa o ipotetica, poiché viceversa
la —3 Y=r(¥) ¢ consentirebbe di stabilire la — Has per mezzo della — {A=r ()} >—Haz.

La (3) per cui la #,p afferma che 4" ¢ un X, di cui la Xy\=r(X,), € il non essere influenzate le esi-
stenze di X, e X4 dal definire delle statistiche sul primo e inerenti il secondo, portano la

HapHac (6)
ossia che la verita o falsita di una Hag (e le attinenti decisioni quali le f(Hap) V(Hap) € n(Haz) di
cui in sez. 2.1.1) astraggono dalla contingente s,s. Peraltro la (6) ¢ immediatamente evidente
quando si considera la Hap={J=Xx; Xa=r(Xa)} affermata dalla (3).

Si pongono, in conformita alla — GeA <+ Ge— At (di cui la —*A=—ANTR®) affermata dalla (3.1.17), le
Es=1 SBILEBBF —E=9 SBLeﬁIEBF £= SB/_KEBaB> Ep=1 speR' t Eas=1 SABEBBF —Eas=1 SABeﬁIBBF
EABE% SaB EB,B} _lEABE% SABEﬁlﬁB} EABE% SaB EEI } (7)
di cui le —'Re=—RsnTt' —'B=—8snR' Be=lima_o([Sss,S8:+A]), € di cui si hanno (coerentemente
conle (4.2.1)) le
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Ea=M(Es)={s5 /S Rus=sa(d); e (D}={4 /sa(d) Rus=r ()}
—Ea=M(—En)={5 /s Russ=sn(); A=e @)} =1 /su(4) e —'Ru; d=e ()}
Ex=M(Ep)={s /$ GEAB;SZSB(LK);QYEEQQ}}“E{K/SB(@ €ipd=e)}
Es=M(En)={s [s=su(d);d=e(D)}={d [i=e ()}

Eap=M(Eap)={$ /s €Ru;5=58(X); A= (3a) j={X / Ss(X) €Rs; x=e(Xa)}
—Eas=M(—Exp)={$ / se— Ru;s=sn(X); X=e(Xa) }={x / sa(X) e— 'Ro; Z=e(XA)}
En=M{(Ean)={5 /S € Bnis=8a(X); im0 (X0) }={X /s0() s = (X))}
—Eas=M(—Enp)={$ /S € —'Bei§=sp(X); X=e (Xa) }={X /sp(X) € 'Bo; =0 (Xa)}

En=M(Ern)={5 /5=80(2); =0 (x) = {x /2=e ()} (8)
Inoltre si considera I’evento £; di cui la
Em(Eny={s [s=su(); = me Q=1 =N d=e ()} ©)

che ha senso in quanto J € un particolare campione che ¢ stato o sara determinato, e di cui si ha
la £y £s dovuta a &(Ep,Ep /E“;_(,E;_( /(4.2.8)).

Le quinta sesta e ultima delle (7), portano le &(Eas,Eas /{ seR F,Es /(4.2. 19)) e &A(—Eas,Ern /
{seRI,Es /(4.2.19)) che, considerando anche la ®(sap)(X)=2as(X) dovuta a Pz, danno luogo al-
le rispettive

P(EanlEan)=lr)(Dan(X)-dX)=Pas P(—Eap!Ean)=]_1x(e)(Dan(x)-dx)=P"sp (10)
di cui la Pap+P ap=1 dovuta a E(Exs,Eas /a8 /(3.2.1.2)).

Le quarta e ultima delle (8) portano (considerando che 4'¢ un particolare campione che ¢ stato o
sara determinato) le rispettive &{(Es ) / Esw), X,X / (4.2.5)) e E(ErsH X / Esw), X,X /(4.2.5)) che
danno rispettivamente luogo alle prime due delle

Eo= J=e () b3 Ex Enp=l J=e(Xn) t3Enc B (11)
la cui ultima ¢ deducibile dalla (9).

Da: A(Ean., 0 3in [Estin X, [(4.2.5)); b; (3); segue

4 Eas |)=YAEI’<§=§A> }54 A=Xn Xa=e(Xa) |§AEI’<§A> }E% A= Xa=r (Xa) }54 Has } (12)
Le quinta e ultima delle (8) portano le rispettive M(Eap |A§AE|’<§A>>©EAB e M(Eap |)=YAE|'(§A>)<:>EAB
di cui le M(Exp | Xa=r(Xa)) M(Eap | = Xa)) e EasC EAB~ Cio, la Z(Eas | AXA_EF (Xa),Ean,Ean LXAE!’ <§=§A>,EA_B
x,Y,A,B7(3.2.1.3)>, e la (12); portano la prima delle

P{Eas | Za=r (Xa) | Has)=P(EasiEas) P(—Ean | Xa=r (Ea) Has)=P(—Ea|Eas) (13)
la cui seconda segue dalla prima e dalla £(—'Rs /Rs).

Da: prima delle (7); (3); se.=ss(4); sas=ss(Xx) € quinta delle (7); segue la prima delle

4 Es | Has }E% Ser €ERp | Has }@% Ses ER | N=Xa, Xa=r Ka) }<=>% Sp(Xa)€Rs | Xa=r(Xa) }54 Eas | Xa=r XA>}

% —Eg | Has %<=>< —Eas |AXAEI’<§A>} (14)
la cui seconda segue dalla prima e dalla /E(ﬁl Rg / Rg).

La Haps={4=r(X,)} (affermata dalla (3)), la J=e(X), e I’essere una X=r(X) verificata da un solo X,
portano che, tra tutte le ipotesi formulabili con le corrispondenti diversificazioni dei pedici A e B
della (1), sono vere solo quelle individuate da un qualsiasi B e da un A di cui la X,=}. Pertanto si

chiama genericamente w ogni a di cui le £(a /a/ (1)) e Xs=4X, stabilendo cosi vera per definizione
la =Xw, e coerentemente con cio si pone anche la J=xy. Le =Xy € £(W,B /A,B / (3)) portano la

Hus 2 {A=r ()} (15)
L’introduzione delle A=w e #=xy nelle (8) mostra le Ez=Ews —Es=—Ews £s=Ews € Es=Ews da cui se-
guono (in base alla (3.1.1)) le rispettive
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EB@EWB —|EB<=>—|EWB EAB<=>EWB EB<=>EWB (16)
La &(E,E [Eain B [(4.2.9),(4.2.10)) porta le
{PA A A=r ()} o CalBa) (P D) A= ()} = Cp(Es) (17)

di cui le P,c)={4 sara determinato} e P4, [p)={4 ¢ stato determinato}.

Da: quarta delle (16); prima delle (17); J=Xw e X=Xw; segue Cy(Ew)<>Ca(Es)— {A=r ()} >
(w=r (%)} Da: questa e E(Ca(Ews) Zw=r (Xw) [ Pa,Po (2. 1.1.1)): b £(w /A [(12)); segue CalEw)=
(CalBup) | Zvmr (R =Ca(Bun | Tvmr (X))=Ca(Hw). Da: quarta delle (16); CalEws)=CalHvs):
EW,W [A,C / (6)); segue la prima delle

Ca(Er) > Ca(Euwn) > CaHis)e> CalHw) Cp( o)y Ep(Ew) (18)
la cui seconda segue dalla £(w /A / (11)).

7.2 Le ipotesi inerenti un test statistico. Le probabilita di compiere due errori notevoli detti ri-
spettivamente di tipo I e 11.

Un test statistico (detto anche test di significativita) ¢ attinente un insieme di ipotesi # di cui le
H={tn:h=0,k} Hn=Hm e Z(hh /A,B / (7.1.1)); in quanto si sottintende (conformemente alla
(7.1.6) e alla definizione di w detta in sez. 7.1) una {hn;h=1,2}c{h=0/} di cui la {Xnnh=Xw;
h=1,8} (che implica la #.e€X), generalmente senza averne la certezza e in ogni caso senza poter
conoscere alcun elemento di {hn;h=1,k}.

Un test statistico ha luogo perché la Hw € sconosciuta, ossia perché la #y<€# non ¢ certa o, se €
certa, perché non ¢ noto alcuno dei {hn;h=1,k} che consentirebbe di individuare la #. tra le ¥.

Da: &t [Haw [(7.1.8)); H=xtw; £(Hn [Has [(T1.4)) ¢ &B(Hw [Has [(7.1.4)); &0 [B/(7.1.17)) ¢
A, dy; £h /B /(7.1.18)); segue IPM

{Hao =xnd=r ()} o Dun=Xvd=r ()} o {Hi=tod=r (0L o {Hi=He Ca(En)  ©

{Hn=Hw;Ca(Hw) } < Ca(Hn) } <P (1)
Si chiama )0, la probabilita di respingere come falsa la #, quando invece essa ¢ vera, commet-
tendo con tale azione un errore detto di tipo I. Si chiama )9, la probabilita di accettare come ve-
ra la #, quando invece essa ¢ falsa, commettendo con tale azione un errore detto di tipo II.

Si stabilisce convenzionalmente la f(#n)<>E, (di cui la &£¢h /B / (7.1.7))). Da: definizione di }Om;
F(Hnyes By E(EnHn [P, Po [(2.1.1.5)); &b /aB /(7.1.14)%; (1) e PAE); £QEn | zimr G b3 Ha b /
AB /(3.2.2)%; &(hh /a,B /(7.1.13)); &(hh /a,B /(7.1.10)); segue 1PM

00m=10CF (k) | +)=10(En | #6)=10 &n | | #)=10¢3 En | simr () | #0)=

0 En | Zimr Gend b Ca(Hn))=p(En | Zimr () H)y =0 (EnlEn=Trm(Dn(x)-dx)=P1} <= Pl (2)
Da: &h/B/7.1.15) e &Ehh/AB/T.14); —hi=xud=r()i={— D=0} Vm (A= )N
(=) - A= D)} H=st; A= () wh /a8 /(3.1.7)); segue

{Hun=—t} > { {A=r ()} o Pi=xnd=r (0} o {Hdsr (D)} o =) o {H{d=r @) ={w#h )
{d=r(f),weh} 3)
Si stabilisce convenzionalmente la v{Hy)<>—En come consente la sua compatibilita con 1’anzi-
detta f(Hny<>En. Da: definizione di Wun; v{(Hn)<>—En; (3) € {w#hI=r(¥)}; £(—En,Hwn / Pa, Py /
Q1.15)): A h /a8 J(T.114)); 2w/ J(1)) e PO £ —Ean | fomr o) b4 Hont Ja8 /(3.2.2)):
&(w,h /A,B /(7.1.13)); &(w,h /A,B /(7.1.10)); segue 1PM

0010w (Hny | —H)=10(=En | —~#)=20(—En | Hr)=10 & | #oon b | Hun)=

104 —Eun | za=r o) | Hany=20Q —Bun | 2= ) b | Ea(Hany)=0(—Eun | 2= (200)! Hoan)=
P(—EvnlEwvny=]— iy (Dwn(x)-dx)=D "} <= {wth J=r (), PA, )} 4)
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L’essere la P(4,d)) una delle condizioni sufficienti per le (2) e (4), ne assicura il significato delle
P e )Pun, in quanto favorisce 1’impossibilita di determinare arbitrariamente 1’accadere di f(#n)
o v{H) scegliendo Ri rispettivamente tale da verificare la Spy€Rn 0 la Shye—'Rh.

Le (2) e (4) portano, segnatamente per il ruolo che vi hanno le Ry e —'Rv=%'-Ry, che 9 dimi-
nuisce tendenzialmente con ’aumentare di )Pm, € che )Pun diminuisce tendenzialmente con
I’aumentare di )O1n.

La sola (4) non consente di conoscere }Omn, perché ’essere la #. come detto sconosciuta ne rende im-
possibile un tale uso, anche quando fossero note tutte le {P wi;2=0,4;h=0}. Tuttavia la (4) porta la

{A=r (D), P, Hw € Hy = {min(P s i#h; h=0 ) <IPum<max(P n;s#h;h=0 k) } ©)
avendo disponibile I’eventuale utilizzabilita della £{k,h /A,B /(7.1.2),(7.1.10) ) per la valutazio-
ne di ogni suo P incognito.

7.3 L’esecuzione di un test statistico.

Per I’esecuzione di un test statistico (che ¢ inerente un # come detto in sez. 7.2) deve essere de-
terminata almeno la #o, che ne ¢ detta I’ipotesi nulla e che ne ¢ I’oggetto precipuo in quanto ¢
quella tra le # che a seguito di tale esecuzione viene direttamente sottoposta a decisioni.

L’esecuzione in argomento avviene essenzialmente con la successione dei seguenti passi: si sta-
biliscono convenzionalmente le Eqc>f(Ho) € {—Eocav{(Ho)}Vo{—Eec>n(Hoy} (di cui la £(E, / EB/
(7.1.7)); si sceglie arbitrariamente, quando vale la (4,d), la Ry (detta regione critica) che con-
sente di conoscere (per mezzo della £(0,0 /A,B /(7.1.10)) il Py (detto livello di significativita) di
cui la )P1="P, affermata dalla £(0 /h /(7.2.2)); solo adesso si determina 4 che, rendendo noto il
valore di so(J), consente di accertare ’accadere di €y o di —Eo; se accade E, il test, in base alla
Eoe>f(Ho), termina respingendo la H, come falsa e conoscendo come detto 1; se accade —E, il
test termina con 1’uno o I’altro degli eventi {\{Ho),n(Ho)} e potendo conoscere, nel caso della —Eqé>
V(Hy), delle limitazioni di )i nella misura in cui la £(0 /h /(7.2.5)) € usabile per questo scopo.

In tale esecuzione la Ry deve essere scelta quando vale la &J,d), poiché questa ¢ una delle con-
dizioni sufficienti per il detto uso delle (7.2.2) e (7.2.5).

Il test statistico eseguibile come test¢ detto ¢ indicato T(#o,s0,R0) avendone I’evidente
ZE(T{Ho,50,R0) / T(Has,Sa8,Ran)), per cui I’esecuzione del T(Hn,sh,Rn) ¢ definita sostituendo il pe-
dice “0” con il generico “h” nei detti oggetti inerenti 1’esecuzione del T(#,s0,Ro). Conforme-
mente a cio una Hag<>H porta che un T(Hag,Sas,Ras) puo essere inteso come un T(H,Sg,Ras).

La possibilita di conoscere )Pm, a fronte della sola possibilita di conoscere delle limitazioni di
)Oun che peraltro di solito ¢ impedita dall’incertezza delle {J=r(¥),Hwe} che impedisce 1’uso
della (7.2.5); da luogo alla finalita che si persegue con la definizione e I’esecuzione di un T(Hp,
sh,Rn); nel senso che induce a definire tale T(#n,sh,Rn) con una #;, indesiderata, e con una Ry che
consenta una cospicua speranza di respingere la #, come falsa senza perd compromettere 1’ov-
via necessita che la )21, sia tanto piccola da giustificare abbastanza 1’esclusione in oggetto. Que-
sta proprieta della Rp si persegue scegliendola tale da minimizzare il rapporto )?m/Rn, essendo fa-
vorevole per questo scopo una minore V(sh).

Siccome ’esecuzione del T(#n,sn,Rn) ha anche I’effetto di rendere credibile la H(sn,) di cui la
/E(sm/ s(X) /i (4.2.15)), € opportuno, allo scopo di assecondare il risultato complessivamente piu
desiderabile di tale esecuzione, che le sn € Rn portino, quando accade En, la coerenza della
I(snr) con f(Hn) € con quelle piu gradite tra le .
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7.4 La probabilita di essere vera per le ipotesi inerenti un test statistico.

In relazione alla #={#n;h=0,k} si pongono le Ex=Uj-0u(Ers) € Es=M(Es) (avendone la Eps>Ean
che segue dalla £(Es,En /Exs,Eac /(7.1.11))).

La P,d).V.P¥,0) (dovuta alla definizione di 4 in sez. 7.1) porta le {HweH}—[(En) e {HvgH}—>
{B(En)-V-—[B(En)}. La HweH generalmente porta la ExCEn; questa e la &(En,En /a8 /(3.1.23))
portano la =3 {E(Ep)ALE}. Le SCEn e A(En,n /a8 /(3.1.23)) portano la —3 {E(En)AC(5)}.
Cio, la P, p)-V.H,d), e le (7.1.17), generalmente implicano di non poter considerare la €(En).
Di conseguenza la problematica di un test statistico non verte sulla determinazione delle
{P(Hn|En);h=0,k} ma (intendendo le {Ex=Ense PA,d)} e {En=Fnse PH,p)}) su quella delle
{P(HniEn);h=0,k} poiché queste, e non quelle, possono consentire di conoscere le CRETN: | Eny;
h=0,k} per mezzo delle (3.2.2) (7.1.17) e (7.1.18).

La definizione di 3z (in occasione della (7.1.7)) porta la {s€B8s}={s=ss.} il cui sg, ¢ un particola-
re numero reale come conseguenza della P(J,d).V.PH,p). Da: introduzione della {seRs}=
{s=sg,} nella terzultima delle (7.1.8); la testé detta unicita di sg,; segue

En={s /5=sns5=s0(0); 2= (1)} = {ss;i=1,9¢ £} (1)
Si pone la £={EN.L}. Da: £zcEr (detta in occasione della (7.1.9)); terza delle (7.1.16); &(w /a/
(1)); segue EBQEB=§WB={s;;i=i@z(§wg>} che porta la £z={sp.;i=1,9¢(£Ls)}. La &(C /a /(1)) porta
la Eco={sps;i=1,9¢Ecs}. Questa, la Ep={sp,;i=1,9¢(Es)}, € la (1); portano la &({Ecs-V-Ls},Enp,Sps
AB.K /(2.2.24),(2.2.25)) che da luogo alle

{EcvCEnn} Vel EanCEcn} {EnCEnn}Ve{ EancEn} ()
Ecpe0-Eas={Spr3i=1,. (O Ecn),9UEns)}={Ecs:VoEns} Ep-O-Las={Spr;i=1,.L (0 Ep), 9 Enp))}={EsVoEns} (3)
di cui la {.0.,.[ L} ={{n,min}.V.{U,max}}.

Da: terzultima e penultima delle (7.1.7); ZE(ScB,SaB,E8,— Bs /s,r,§,g /(4.2.17)); BpM—'Bp=D
(conforme alla (2.4.1.1)); segue

ECBm—lEABEM<SCB €Rp)NM(SApE ‘ﬁlﬁB>=M<SCB € {B“Bmﬁlfm} YNM(Sap€E {BaBmﬂlBaBD:@ (4)
Da: E=EsNEs dovuta a EgCEp; terza delle (7.1.16); &(w [c [(4)); segue
BB (s} =Ea [ Ean—Exn} £ D=0 5)

Da: % Eap\J—Epp }<:>EAB dovuta a /E<EAB,—|EAB,EAB /ge%i-& geﬁa F,Qeﬂa /(3118)>, AE<§VB,§AB,—|_EAB /
ABC/(2.2.18)); (5); segue

EnMEap=EpM{ Ean\I—Enn}={ EsNEas}\I{ EpN—Lnn} ={ Es N Ean} ID=EpMEpn (6)
Da: (3.2.1); &hh [a,B /(6)); (3.2.1); segue

OEnn) En)y=9EnnEn)/ O En)y=9 Epv\En)/ 9 En)y=P( Ehni En) (7)
La &(Exp,Sas,Sns / Ex,SxX / (4.2.6)) e il sottintenderne la sp,ZMiN{SR(sas)) portano la

O Ean)=D(Sa8)(Sns) 3

Si pongono le Es="Un-0u(£Eis) € Es=M(Es). Da: ci0; £(Ein;k=0.k /Ai;i=i,% / (2.2.26)); prima delle
(3); segue
9 En) =9 Jk=08( £kn))=9 Eon\I { En\ I . .. U{ E1 .0 . .. } })=MAX(K Ein);k=0,k) )

Le Am={EncEm} e ZE(hh /a.B /(2)) portano le AmNe—Am € = Am={EmcEn}. Cid e le Bm=
{EmcEn} Hv={EncEn} portano le { Aun, Bin}—=Mh € {—Am,Dn}—> Bin.

Da: (3.2.1); A in quanto porta la ExmnEv=En; b; Brn; segue IPM
{O{ Enn) En)=9 EmnEn)/9U En)=9t £n)/ 9L En)y=1>0 Epn)/ o En) } ={ Ann, Bin} (10)
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Da: (3.2.1); = A in quanto porta la EinNEx=Emn; Pn; segue IPM

{P(Enni En)=K EmEn)/ 9 En)=K Enn )/ 9L Eny>o Epn)/ 0 En) } = {—Ann,Dn } (11)
Le {Am,Bim}—=>0On {—Am,Dn}—Bm ¢ (2.1.1.3) portano le {Aun,Bin}<>{ Ann, Bin,dn} € {—Amn,
D} <> {— Apn, Bin, 1} . Queste e le (10) (11) portano le { Ann, Biin,dh} = Pin € {—Anh, Bih,h} —> Phn
di cui la Pw={p{Enn|Eny>9 Epny/9{ Eny}. Queste e la (2.1.1.2) portano le Apn—>{{Byn,Hn} = Pin}
e = Am—=>{{ B} —=>Pm}. Queste e la Aun.Vo—Ap portano la {Byn,dn}—>Pum. Da: questa e
(2.1.1.2); (2.1.1.1); segue Hr—=>{Bin—=>Pin}<>{Pun;V Bm}. Questa e la By {9 En)<o Eny}
(dovuta alle Bm={EmcEn} € En="Jk=0s(£kn)) portano la

0 = {P{ Enn| Eny>U Eiin)/ T En); ¥V O Eqn) <O En) } (12)
Le &(Em,Enc [Ean,Eac / (7.1.11)) e & En, Ex /&5 /(7.1.11)> portano le rispettive

Enn=Enx En=Ex (13)
Da: &£k [Eh /(7)); seconda delle (13); E(E/E/U)); segue

P{ Enl E)=P{Eni| Exy=P{Enn| £n)y=P Enn| £n) (14)
Si pone la prima delle

n={a| ae {h=0};0( E)=max(o(Ensh=08)} h={b| be {h=0};0( Ery=oEon)} (15)

la cui seconda ¢ conforme alla £(h /n/ (9)) implicata dalla prima.

Da: seconda delle (15); £(h,h /A,B /(8)); segue 9 En)y=9¢ Exn)y=0(snh)(sn(4)). Da: prima delle
(15); (9); A(k.h /a8 /(8)); o Eny=0(sin)(s0(4)); segue

o Eny=max{9x En);h=0,k)=max(or £kn);k=0,k;h=0k)=max(®(sn)(sn);k=0,;h=0,k)=
D(snn)(sn(4)) (16)
avendone disponibile I’eventuale utilizzabilita della £(k,h /A,B /(7.1.2)) per la valutazione di
ogni D(skn)(Shr) incognito.

La £y=£h (dovuta alla seconda delle (13)) e la prima delle (15) mostrano che la £xcEn € la piu
credibile tra le {&cEmh=0k)}. Cio, la £(£/E/(12)) e la &cE (in quanto rende la & &, pit
credibile della ghzcgl_), la £(h /k / (14)), e la &(w / k / (13)), ;ortgno come piu conveniente la

{EnCEn} = {P(Emi Ew)>0L Enn)/ O En); ¥ OU )< Eh) } (17)
Da: £(,h [A,B /(7.1.11)); X=e(@l); &(hh [aB [(7.1.3)); Ehhh [AB,C [(7.1.6)); segue
(B | A=r @)y y=3 d=e ot | X=r () esd dor oy b= Hn b9 Hau (18)

Da: (18); d=r () e EN=r().Em /Po,Px [(2.1.1.7)); EEm,Lw a8 [(3.2.4)) e €p(£y) (dovuta alle
(PAPYA=r (D)) e £ [B /(7.1.17)); £cEn e (17); segue 1PM

DBH=10CEnn | Az ()=10(Enm)=p(EnnlE50)>9 B O En); ¥ O By < En) =

{EnCEn P p)id=r ()} (19)
di cui la (16) e la 9 Emn)=2(smn)(sn(4)) dovuta a (8), e che puo consentire di calcolare delle limi-
tazioni inferiori per le {JO(Hx);h#M;h=0} valide quando 4 ¢ stato gia determinato.

Si considerano gli eventi Exg € {Exsm;m=1,88} di cui le Exs=M(Eap) Easm=M(Eapm) € le

EABE< SaB EB} EABmE< sAgeng {Mis(In)=AXm;m=1 1} B=Um=1,m(§m)<:ﬁl {INT=D;Vi{a,bic
{m=1,1}} (20)
che mostrano i { Sn;m=1,1} come una suddivisione di R.

Da: b; seconda delle (20); A(S s, {I0Is} /G, {Rmm=1,m} /(3.1.14)); {a,b}c{m=1,m} ¢ ultima
delle (20); segue IPM

{Erpa M Exa=M(Ersa Ernny=M San€ T Y Spne T 1=M(sane { TN} ) =D { {a.plc{m=1}} (21)
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Da: prima e quarta delle (20); £(sap,{Im;m=1,1} /Q, {R*n;m=1,8a} /(3.1.14)) e seconda delle
(20); segue Enn= SABEUm=1,m(Im) qumzl,g(EABm). Da: questa; (21) e £(Easm;m=1,1 /An;n=1,ﬂ /
(2.2.37)); segue

EAB: Um=1 ,ﬂa(EABm):Zm:I ,ﬂ%(EABm) (22)
Da: &Wh /AB/(22)); Z(Em, {Evemm=1,2} /c,{Asi=id} /(2.2.28)); (2.2.37) e {{EmMEwna}N
{EmNEwns}=;V {a,b}c{m=1m}} (dovuta a (21)); (22); (2.2.28); (2.2.37) e (21); E(Ehhm,EWhm/
Es,Ex 7(4.2.17)); ultima delle (20); segue

EhhmEWh:EhhﬁUnF 1 ,m(EWhm): Um=1 ,Q(Ehhﬁgwhm)zzmﬂ ,ﬁ(EhhmEWhm):2m= 1 ,m(um=l ,Q(Ehhm)mgwhm):
Zmzl,ﬁs(um=l,ﬁs(EhhmmEWhm)):Zmﬂ,ﬁa(zmzl,ﬁa(ghhmmgwhm)):

Zin=t m(Zim=1,m(M(S 41 € { TnN T} )NM(Swh € { FnNTin} )))=Zm=1.m(Erhm M Ewhm) (23)
Si pongono le Fapx=) Sap=X [ Expx=M(Eppx) Epx="In=0s(Ehsx) € Epx=M(Esx). L’introduzione nella
(12) della £=F£ (conforme alla £={EN.L}) e della Fn=Fwn (dovuta a &¢h /B /(7.1.16))), orta la
{ EonC En} = { P{Enn| Ewn)>9K Epn)/ 9K Eny; ¥ O Enny<9K Eny }. Questa e 1a A(Ewnx,Enx,Ehnx,X [ Ewh, Eh,
Epn,Ser) (e le (2.1.1.1) (2.1.1.2)) portano la

{ v EnFrn(X) <1} = { Fin(X)>Frin(X) } (24)
di cui la Fin(x)=P{Ennx|Ewnx) € 1a Frn(X)=9€ Epnx)/ 9 Enx)=D(Sin)(X)/Max(®(skn)(x);k=0,k) il cui ul-
timo membro segue dalla £(Zxnx, Enx,X / Eag,Eh,Sps /(8),(9)).

Si pongono le {Pumm=P(Ernm|Ewm); VOUEwm)Z0} {Prm=0;V 9r(Ewhn) =0} { 0r(X)=Fin(X); Vo Ewnx)#0 }
{ @m(x)=0;V o Ewnx)=0}. Le 9Ewn)=limz—(fi) (che si ha come detto in sez. 4.1) e £(AXa /X
(2.4.2.12)) portano la 9Ewn)-liMax@m—o(Axm)=1. Da: (23); (2.2.29); {9€EmmNEwhm)=0}<«
{9 Bwhm)=0}, {9(Ewhm)#0}={9«Ewnm)>1} (e (3.2.1)); ’arbitrarieta consentita nella scelta di #s;
(20) e conseguente iMoo )=liMax@—0(), € XmE Tm; 9CEwn)-liMax@)—-0(AxXam)=1; (2.4.4.18); segue

@Z<EhhmEWh>:@(<zmzl ,%(Ehhmmgwhm»zzm:l ,ﬂa(@«EhhmmEWhm»sz:l ,m(@hhm)zl [ Mg —>oo(2m:1 ,ﬂa(@hhm)):
1M x>0 Emt 2 (Xim))) =90 Buat- 1M x50 (Zirer s D1 (Xan)-Axe) )= B [x(0mn(x)-dx)  (25)
Si pone la Cw={{Em=3}N.{EonxCEnx}, {Fim(X)<1;Vor{ L )#0};VxeR'Y. Da: (3.2.1); (25);
(24) e Cmn; segue IPM

{O(Enn{Ern)=liMg 51 (9 EpnEwn)/ OUEwn) >l (2nn(x)-dx > s0y(Fan(x)-dx) } <= Co (26)
di cui le FicR' {Fan(X)=Fm(X); VO Eunx)70} {Fan(X)=0;V 0 Ewnx)=0} .

1l calcolo del [xn(Fm(x)-dx) della (26), che generalmente porta una migliore limitazione di
P(Exn|Ewny quando se ne adotta una maggiore mis(J,), pud avvenire applicando uno dei metodi
numerici approssimati, di cui nei [3] e [12] (e sez. 6.2.2 ma in questo caso con minore conve-
nienza giacché si tratta un integrale semplice), che richiedono la conoscenza di un {Fu(Xa);
a=1,a} e il cui risultato generalmente migliora con un maggiore &. Per conoscere un tale Fyn(Xa) ¢
necessario sapere se ne vale o non la 9 £wnx())#0. A questo scopo si dispone della {9KEwmx)#0} <>
{(xeR(swn)} > {x=sn(d);d=e)} i cui membri ulteriori seguono dalle rispettive Evn=4 Swh=X| €
Eonx={s / s=x;s=sn(d);4=e ()} dovute alle &{Ewnx,X / EAB,SBJ/(1)> ¢ X=Xw. Percio, quando non &
noto alcunché della Jt(swn), un Fin(Xa) pud essere reso noto solo da una th(xa):{th(xa)|
Xa=sh(d);A=e)} e quindi dovendo determinare un inerente campione di X.

Da: (18); J=r () € BX=r(0),Em /Po,Pa [(2.1.1.7)); £(Em,Eun /a8 [(3.2.2)), & ta(Eun) (dovuta alle
(PN, Ay =r (D)} e £h /B 7(7.1.17),(7.1.18))); segue IPM

0DGH)=10(Em | A=r ()=10(Emy=p(EmiEwn)} < (P A)d=r (1)) (27)
Questa e la (26) portano la
{0(HaY>max(] i (Fin(x)-dx);h=0,8) } = { P, ) d=r (); { Cinsh=0.ke} } (28)
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che puo consentire di calcolare delle limitazioni inferiori per le {JO(Hx);4=0} valide quando 4
non ¢ ancora stato determinato.

Da: J=r () e AY=r (). Eun /Po,Px /(2.1.1.7)); 2w [h [(18)); £(h /B [(7.1.15)); segue 1PM
{Ewh={Ewn | /_YEF@@}E% Hun =1 A=r () F}t{/_yf"@m (29)
Da: A=r () e (29); (18); &(En,3 Hin' /A,B /(3.2.1.1)); (7.1.14); (7.1.13); (7.1.10); e segue IPM
{O(En Ern | Evn)=p(EnEan | A=r G))=p(EntFm)=p(En | HinHmy=p(Enm | Zi=r (23 )=
P(EnnlEnny=lainy(Dmn(x)-dx) } < {A=r ()} (30)
Da: E(Entn /a8 /(3.2.2)), e talkn) ;dovuta alle {(PUY,A):A=r (D} e & /B [(7.1.17))); M(Em | £0)=
EmnEncEn (dovuta a £(Em,En /a8 /(3.1.4))) e £(EnEm | Entn /aB.C /(3.2.1.12)); EnesEwn (dovu-
ta all’ultima delle (7.1.16)), e Z{Exn,Ewn /A,B /(3.2.1.1)); A=r () e (30); (P, Ay =r ();{Cn;h=08}}
(27) e (28); segue IPM

(5(Eny=p(EnlEny2(EntEm | En)-p(Emn | ElEny=p(EnlEm | Eon) pCEmmEwn)=lem(Dm(x)-dx)- p(EnmiEn)>
Jey(@m(x)-dx)- max{f zuo (Fn(x)-dx);k=0,1) } < { PX,d);A=r G0 { Gnsh=0,k} } (31)
Da: Ex=Uncos(En); 3 EnsI—Ein r<->Er dovuta a £(Ens,—Ens.Ens /GeR:—1 GeR*H,GeB* /(3.1.18))
(e £ [h)); b (2.2.12); (2.2.18); Ev="Uncon(Eim) € (2.2.18); £(w,h [C,A [(4)); segue

{EWBQ EB} = {EWBgUh:O,h@hB) 1={ {_EWBU — §WB} Qth,h(ghBU — ghB)} - {_EWBQ {Uh=0,hLEhB)UUh=O,h(_’ éhB)} }=

{ Ews=EwsN {Un=0p( Enp) I In=0(—Ens) } } ={ Ews={ Ews N In=08( En) } U { Ews N\ In=0p( —=Ens) } } =

{Br={ Evn B} {Uncon(Bun—Eim) } = { Bov={ Eoo B} } = BB} (32)
Da: H={Hn;h=0}; b; Ex=Un-on(Em); (32); LscErse terza delle (7.1.16); la genericita dei £, e £n; segue

{(HveH}o{we (k=0k} } & {Ewne {Emk=0.8} } > {EvmC En} 2 {EvnCEn} 2 {EnCER =

{H{EhCER} {EmC EnVxeBR'}) (33)
Inerentemente le J=r(X) £hiCEn € {EwmCEn;VXxeR'}, che condizionano 1’utilita applicativa
delle (19) (28) e (31), si hanno le seguenti considerazioni.

L’impossibilita di stabilire la —{4=r(X)} nonostante la migliore conoscenza del contesto nel qua-
le viene determinato 4, puo rendere sufficientemente credibile la J=r ().

La (33) mostra che sia la #we¥ sia la sola ExncEn rendono le £hcEn € {Ewme E’m;Vxeﬂl} certe.
Pertanto le £iCEhn € {EwnCEn; VxeR'} possono essere ammesse con sufficiente credibilita, se le ipo-
tesi che costituiscono # sono scelte abbastanza numerose e diversificate con lo scopo di conseguire la
EwnCEn (che € una condizione rilevantemente meno restrittiva della Hwe ). I En {Em;h=0,8} Es {Em;
h=04} {Emx;h=0a} e Enx possono essere visualizzati in un piano cartesiano dove si rappresenti ogni
Emx come I’insieme di punti che costituiscono il segmento rettilineo di estremi {x,0} e {X,2(sm)(X)}.

8 LA REGIONE DI FIDUCIA PER UNA INCOGNITA.

Un’incognita X puo essere o non una variabile casuale, e nel primo caso ¢ un valore incognito di
una certa variabile casuale di cui sono noti o non alcuni altri valori.

In relazione a una tale X & definibile un evento Ex di cui le Ex={ Xe &x} e R, il quale ¢ casua-
le come conseguenza dell’essere la X un’incognita, e la cui Rx € una regione di fiducia (detta an-
che di confidenza) JO(Ey) per la X.

Se X ¢ (con riferimento alla (4.2.14)) il parametro sx stimato da una statistica sy, ¢ se la sx ¢ cor-
retta cio€ € sx=E(sy), € se la D(sx)(x) € nota; la JO(Ey) di una Rx non ha importanza giacché ¢é
possibile conoscere X per mezzo della X=ex=T(82)=)m(s(0)(X-Ps(r)(X)-dx) conforme alla (4.2.12).
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Allo scopo di indagare la JO(Ey) di una Qx, si considerano le variabili casuali i di cui la i={iy;

n=1,a} e tali da valerne le

{Eim>Bmn=1,8} {Eimc>Emn=1,a} (1)
dicuile Ei<n>E% ineﬁn F EXnE< Xeﬁm} Ei<n>E% ine ﬂn% EXnE< Xe ‘_‘}?\n> Un=l,ﬂ($m):& c Un=1,ﬂ(‘_‘}?m):£1_g_h-

Sl pOIlgOIlO le AnE{an:X_AAn} BnE{bn:X+ABn} AnE{an:in_ABn} BnE {bn:in+AAn}. Da: mnz[an,bn];

An Bn An Bn € Z(an,1in,bn,an,X,bn,Aan,Apn / SA,S,SB,TA,1,8,Ax,Ap / (3.1.20)); Rw=[an,bn]; segue IPM
{Ei(n)E% n<1n<bn 34 an<X<bn, }EEXH} <«—{Rn=[an,bn],Rv=[an,bn],An,Bn,An,Bn} la quale mostra un
modo di avere una E; ny¢>Ex delle (1) (e analogamente una E; (ny¢->Exn).

Si pone la Esv=Vn 1 a(Ei(m). Da: Bz Xe Rt € Unoy o Roin)=R; £, {Runsn=1,8} /G, {Rm;m=1,28} /
(3.1.21)); Ex=t XeRun; prima delle (1); segue

EX<=>% Xe Un=1,ﬂ(£Xn) F':>Vn=l,§(x € ﬁXn)E\/nﬂ,ﬁ(EXn)@EEV (2)
Si pone la Esv="p1 o(Eim). Da: E={XeRst; AN QR /6,R%H® /(3.1.19)); Unct o F2n)=R'-Rs;

EX{ Inn=1a} /G, {Rmm=1,m} /(3.1.21)); Exn=1 X€ S F; seconda delle (1); segue

—Ex=—1 XE Ry 161 XER'=Ru 14631 XE Unct w( Fin) 1=V et w(XE Thn) 3V et w(Bin)>Esv 3)
Si pone la Ei={ i e (i) r=An1a(Eitmy) di cui la Eim=) in€RA(in)r. La Ex—E;v (affermata dalla
(2)) e la ZE(Ex.Eiv,E: /A,B,c /(3.2.1.4)) portano la P(ExEi)<p(Eiv|Ei). Da: —Ex—>E;v (affermata
dalla (3)), ¢ A(—EvE:v.E: /AB.C [(3.2.1.4)); A(EE: /a8 [(3.2.1.2)); segue p(EivIEs)>p(—ELE: )=
1-p{Ex|E1) da cui la p(Ex|E:)=1—p(Eiv|E;). Pertanto si ha la

1-P(EsviE1)<P(ExE:)<P(Eiv|E1) 4)
Da: (€, (Evwin=1a} /Es,{Exwin=18} /(5.1.4)); (4), BEE: /a8 /324, A(EV.Es Mool Eci) B2 /
(5.1.15)) € Z(E1v,Es [Vc1 a(Esm),Es /(5.1.15)); segue

{An=ta(CEs)), (1)} A€ 1), [(1)} = {1-p(E2viEL)<IO(EN<P(EiviEs)} (5)
di cui le P(EVIE =Tt a((—1)™" oot stone) Tamt (PCE s (aie.ban|Ei aieban))) PLE mlEx )=l m(®:my(X)-dX)
{EJR}E{Eaﬁ}”\V”{Eag_}?}

La prima di queste e la (P w),Eimy;n=1,a / Gnn=1N /(2. 1.2.7)) portano la {p(Eim)Eim)<Gn<l;n=1a}—>
{P(EVIE)<Zem1a((—1)"" Zot5ta.c)([Ta=1,e(Guie.b)))) ;- Questa e la (5) portano la

{€E (L), {P(E s E1(m)<Kn<1,0(EsmiEsm)<kn<1;n=1,8} } = {1-k<IO(E)<K}

di cui le K=Zemia((—1)""" Zo=t sme)TTamt c(Kne b)) € K=Ze=tal(—1)"" o=t sme)(TTamt c(Knic b)), €
dove per stabilire una P(E;im)Eimy<Kn<l 0 una P{EimyEim)<kn<l potrebbero essere utili la
(PGl ={p(EiwBim)2]=Go}  (dovuta a A(EiwBin /a8 /(3212) ¢ la
ZE(—Eimn),Eim) /Eh,Eh (7.4.31)).

Un maggiore & tende, per la Z(P(E:im)Eimy);n=1,8 /Gn;n=1,N /(2.1.2.8)), a peggiorare le limita-
zioni della (5), ma ha anche un effetto opposto perché consente maggiori possibilita nella scelta
delle {Ryn, Fn;n=1,8}.

Per le variabili casuali 1 dicuila ici, vale la £(1 / i /i (5)) che porta la

{EED K1)} =2 {1-p(EviE)<IN(EN<P(EiviEL)} (6)
1 cui argomenti sono definiti dalle evidenti specificazioni dei rispettivi della (5).

Le limitazioni della JO(Ey) ottenibili dalle (5) e (6) sono diverse giacché, in conformita con il
ruolo della (3.2.4) nella precedente deduzione della (5), in una & Ex=1 EX|EJ e nell’altra ¢
Ex=? EX|E£F. Tuttavia, a fronte della {€(E:),l:} > {€(E;),[;} (dovuta alle {An-1a(C(Eim)).]:}e>
{€(E1),0i} e ici), la (5) ¢ preferibile alla (6) perché afferma delle limitazioni che risultano da
una maggiore informazione sull’incognita X.
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Si considera la Ei=/\n-1a(Eim) di cui la Ei = in€liMao([in,intA])r. Con riferimento alle (3.1.22): se
I'insieme i non € noto si ha la —@E;) che porta la —€(E;); se il i € noto si ha la —\/(E;) che porta la
—(E;). Dunque, in base alla (3.2.4), nel primo caso puo valere la €(E;) che rende valida la JO(Ey)=
P(Ex|E:) ma non puo valere la €(£:) che rende valida JO(Ex)=p(ExEy), e viceversa nel secondo caso.

La €(E;) ¢ inerente il solo contesto nel quale viene reso noto il corrispondente i, essendo questo
contesto unico e irripetibile in quanto ¢ tale I’insieme casuale di numeri reali che costituisce un
tale i noto. Invece la €(E;) ¢ inerente un contesto di carattere assolutamente generico, poich¢ la
sua validita ¢ ottenibile con la sola decisione di rendere noto un i (per mezzo di un E; che veri-
fica la y(E:)) in una non meglio precisata circostanza futura.

La (5) (in quanto ¢ basata sulla JO(Ex)=p(ExE1) e nonostante che sia utilizzabile quando i ¢ noto)
¢ avvalorata da queste considerazioni e dalla &(Ex,Eir,Ex,Eip /X,Y,A,B /(3.2.5))) 1 cul Eir € Eip
indicano rispettivamente un E; futuro e passato che (come detto in sez. 3.1) hanno nomi diversi
poiché accadono con due diverse modalita dell’evento certo —Eg.

8.1 La regione di fiducia di quattro incognite notevoli inerenti funzioni di densita di probabi-
lita normale.

8.1.1 Il valore medio di una variabile casuale.

Quando ¢ incognito il valore medio Eq della variabile casuale g di cui la ®(g)=G(Eq, V), & possi-

bile stabilire come segue delle limitazioni di una JO(Eqe Ry(qy) di cui la £(Eqg,Re(q) /X,Q_{x sez.8).

Si considerano i p ¢ g insiemi {gp;p=1.p} ¢ {Jq;q=1,¢} di cui le {gp);p=1.p} {{{gqe);q=1.4} ¢
=19 P=Lp} (&g =GlE,V ) p=L,ppip=1.8} Gi={Gag:q=L.gta} {¥Gag)=G(Es.V"0)ig=1.g0:0=1.6} (1)
Le prime due delle (1) portano la £(gp / g / (6.3.13)). Questa ¢ la [{gp) portano la

{(D(zp)=Z; zp=pp - (M{(Gp)—Fa)/ V5 } (2)
che da luogo alla £(z, /Z /(6.2.7)) e quindi alla

{(xeB'} = (p(2°p)(x)=Z(x"")/x""} 3)
Le ultime due delle (1) portano la £(gq / g /| (6.3.26)). Questa ¢ la [{gq) portano la

D(DX(GaGo)/ V7 5)=X () 4)

dove: D (§q,6q)=1{0Xgq)V.D(Fq,Gq)-V-D(Fa,Ga)}; Gq € la suddivisione di §q definita dalle go=
{Gansh=Lkq} Gan={Inighiyk=Lkan} {ngck=1kgpnh=1he}={g=1.4q}; B=g—1 se 52<§q99q>5d2<§q>;
B=R(Jq,Gq) S¢ D(Jq,Gq)=D(JaGe); B=hq—1 Se D(Yq,6q)=D%(YaCa); M Ya,Ga)=Th-1q)(9Gan)—1)
{Gansh=1kq}={Gan /9(Gqn)22;Gqh € Gq}} -

Le £(gp /g /(6.3.27)) & zy=pp"*(M{(gp)—Fe)/Vy portano la {gp)=[(zp,D*(gp,Gp)) la cui DX(gp,Gp)
¢ I’evidente specificazione di %(g,c). Cio e la conservativita del non sussistere necessariamente
la gy=gq portano la {{gp),{ge)} =W zp,DX(Fe,Ga)/V's). Questa e le (2) (4) portano la {{gp), K gy} —
F(Zp, DN Gq,Ga) Vasdq /2,07, [(6.4.1),(6.4.3)). Questa e le [{gyp) [{gq) portano la

{9t pa)=T{R); tpa=(M(Gp)—E) (D (Ga,G0) (Pp#a)"”} (%)
Si considera I’insieme r di cui la r={r,;p=1,p} ¢ tale che ogni suo elemento r;, ¢ una specifica-
zione di zpVetpgpy S€ Vig € noto e di tpqpy se Vg non € noto, essendo {qp;p=1,p} una qualsiasi
delle ¢” disposizioni con ripetizione e di classe g dei {q=1,¢}. Da cid seguono le

{rp=(m{gp)—Eq)/mp;p=1.p} (6)
le cui {&(rp)(x);p=1,p} sono rese note dalle (2) € (5), e 1 cui {M(gp),wp;p=1,p} sono noti se sono
tali i {gp;p=1.p} ¢ {Ga;p=1.4}.
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Introducendo le (6) nelle {A,<r,<Bp;p=1,p} (e considerandone le {w,>0;p=1,p}), si deducono le
{mM{gp)—Bpmp<Ee<M(gp)—Ap-Wp;p=1,p} essendo possibili le deduzioni inverse. Cio e l’essere
I’arbitrarieta dei {Ap,_Bp;p:I,p} limitata dalle sole {Ap<Bp;p=1,p} consentono di stabilire le
{Ecpy>Ex(op Ex(pyé>Exiop;p=1.p} di cui le

Exy=1 Lp€lpt 15=[ApBp] Exioyp=1 0p<Ec<Pp p=M(gp)—BpWp By=M{Gp)—ApTp Exipy=t Tp€lp = 4p,Bp]
Exon=) 0p<Eo<PBpt p=M{Gp)>—Bpp Br=M{Gp)—ApTp U=t p([0tps Bp])=Rste) U=t [ s Bp)) =T ~Rsta) (7)
Cio porta la /E<E’g=% Ege&E{g> F=£9{Er(?)ﬂlpsEEKCJ>pa[O(paBP]9Er<1f>>9[paEE<g>P:[O(paIBP];pzlvP} /XaExﬂia{Ei@)a
R, Exn,Rin, Ei (n) I, Exn, Fn;n=1,8} / (8.5)) e quindi la

(e RN} 2 1-Zemt p((= 1) Zomt stpe)(Tamt oate b (@ tpteban(%)-dX)))) <I(By € Ry
Zetp((= 1) Zomt stp.e)(Mamt. el iatean(@ ot an(x)-dx)))

1 cui {Ip,lp;p=1,p} sono arbitrari subordinatamente alle (7) e all’arbitraria R« (), € di cui si ha la
(T guplan);V {ab}cip=1,p} 1> T(z) in base alla {F(gp,)=5'sp=1,pp:p=1,p}.

8.1.2 La varianza di una variabile casuale.

Quando ¢ incognita la varianza V7, della g di cui la ®(g)=G(E,,V>5), & possibile stabilire come
segue delle limitazioni di una J0(V ;e Ry di cui la £(V g, Qg /X.Rx /562.8).

Si considerano i {gp;p=1.p} ¢ {Jq;q=1,8} della sez. 8.1.1, avendone percio le {{(gp);p=1,8} e
{l{44);9=1,¢} che nel seguito sono sottintese.

Si pone la {a,b}c{p=1,p}. Le prime due delle (8.1.1.1) portano la £(Ga,gb,Ea,Fe, Ve, Ve pupb /
gvgaggaggavzgavzgsﬁ:# /(6229)> Che dé luogo alla hﬂ<m<ga>:m<gb>>j{@<Zab>:Z; ZabE(Pa_l-i_ﬁb_l)_o.s'
(M(ga)-M(g1))/Vs}. Questa porta la {M(ga),M(ge))—=>A(za» /Z /(6.2.7)) ¢ quindi la
{I(m(ga),m{gu)).xeB'} = {2 an)(x)=Z(x"")/x"} (1)
Si pongono le {a.b}c{q=1.4} e ze=ga"(M(Ga)E)/Va. Le #(&adn /Gagn /(1)) #(gp /90 /(8.1.1.4))
e A(Jq /gp /(8. 1.1.3)) portano le rispettive

KM(Ga), Mg = {02 ) (X)=Z(x")/x"} D (gp,Gp) V)= Xfp) B{ 2" )(x)=Z(x")/x"? (2)
di cui le xeB' e Zu=(ga '+&5 ') (M(Ga)—M(G5))/V'5, € i cui D¥(gp,Gp) € #p sono I’evidente spe-
cificazione dei D*(¢q,Gq) € #q della (8.1.1.4).

Si considera I’insieme r di cui le r={rmm=1,8} rm={z"w\V:2’w-VD(gp,Gp)/ V5 VDH{Ga,Ga)/V goVo
{z% | Eg € noto}n\'/n{zzﬂ Eg € noto}} e =I{r.=rs | {a,b}c{m=1,}}. Da cio seguono le

{ =K/ Vg;m=1 18} 3)
le cui {&(rm)(x);m=1,m} sono rese note dalle (1) (8.1.1.3) (8.1.1.4) e (2) (avendone le {Igapgu)} =
{M(ga),m{(gp) € {TUGagigs)} =2I{M(Ga),M(Gs))), € 1 cui {Km;m=1,8} sono noti se sono tali i {gp;
p=1.p} e {ga;p=1.4;.

Introducendo le (3) nelle {An<rm<Bm;m=1,m:} di cui le {An>0,Bn=0;m=1,m}, si deducono le
{Em/Bm<V g<Km/Am;m=1 1} essendo possibili le deduzioni inverse. Cio e I’essere ’arbitrarieta dei
{Am,Bm;m=11} limitata dalle sole {0<Am<Bm;m=1,m,} consentono di stabilire le {Ermy¢>Ey2(qg)m,
Ermyé>E2gm;m=1,8} di cui le

Er(m)E% r mEImF ImE[Am,Bm] E\r\z(g)m5< O(mgvzqssm} Om=Km/Bm BmEKm/ Am Er(m)54 r melmF ImE[Am,Bm]
E\fz(g)mE% OfmgvazggﬁmF Otm=Km/Bm ﬁmEKm/Am Um=1,ﬁa([0(m,5m]):@\v2<g> Um=1,ﬁa([0(m, ﬁm])zﬁl_@\@@) (4)
Clb pOI'ta la E(Vzg,% vzg E@\@(g) },E, {Er(m),lm, E\ﬁ2<g>m,[0(m, Bm],Er(m),]m,E\/Q(g}m,[a]n, ,Bm];mzl ,ﬁ} /
X,E\,i,{El<n>,£n,E\n,ﬁ\n,E;«n%ﬂn,E\n,ﬂ){n;nz1,ﬁ} (8.5)> € qulndl la

{6z e 2 {1-Eer (1) St om ) (Tt it b)) (P rtanted ap(3)-dx))NS IV € Ry )<
et (=1 Zomt,sme)(Mact Urantedan(@amie.p.an(%)-dx))))}
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icui {Im,/m;m=1,8} sono arbitrari subordinatamente alle (4) e all’arbitraria R,2), € di cui si ha la
{Tgapign)V {ablc{p=1p}}, {TKGuiGo) V {ab} c{aq=1.a} }, {Kam.dupip=1.Prig=1.4sp=1p:0=1.9}} 2[(D).

8.1.3 1l valore medio di un insieme di variabili casuali.

Quando ¢ incognito il M(g) di cui le g={gn;n=1,a} (6.2.22) e {{{gnG);VG};n=1,8} (e cid accade
quando ¢ incognito almeno uno dei & valori g), si hanno IPM (6.2.24) e la £(Mg,Rm(g) /X,@x sez.8),
¢ una J9(Em(g)) (di cui le Em@z% mge Q_{m@F e Em@zﬁ mgyeR(Mgy) ) puo essere indagata come segue.
Da: A(EmgyEma) /A8 /(3.2.4)) e €Emia); A(Ma, R Emia /5.R.Es /(4.2.19)); IPM (6.2.24); segue IPM

{0(Em())=P(Em(c}Em(e) =N Rm()(B(M)(X)-dX)=|Rin( ) G(B, Vo) (X)-dX) } = E(Emi)

che puo essere usata per conoscere JO(Em(q) se sono noti entrambi i Eq € V7.

Se invece & incognito il {Eq.V.V>y}, delle limitazioni della JO(Em(q)) possono essere stabilite co-
me segue, sottintendo le condizioni di indipendenza tra variabili che si deducono dalle { {KanG);
VG}in=1,8}e {ﬁ(gr&:ﬁl;nzl,ﬁ} (dovuta a (6.2.22)).

La £(g /gp /(8.1.1.5)) porta la

{9 tuig)=T{q); tug=(M(Q)—Ex)/(DX(Ja o)/ (B-8q))"} (1)
Le prime due delle (8.1.1.1) portano la £(gp,Eq,V g8 /g, Eq Ve /(6.2.29)) che da luogo alla
D(zwp)=Z di cui la zw=(&"+7, ) "*(M(g)—M(gp))/Vy. Cid, la (8.1.1.4), e la T zup,DX(Gq,Ga)),
portano la &( zyp,D*(Jq,Gq)/V o58q / ZXv / (6.4.1),(6.4.3)) e quindi la -
{®( twpg)=T{&q); tupa=(M(G)—MAgp))/ (& +pp ' )-DX(Ga,Ga)/Ba) "} (2)
Si considerano i ¢ insiemi {Ggt=1,¢} di cui le {{(g):t=1,¢ §={Guit=14} e {D{(Fu)=GEq,V50);
t=1,tt=14}. Cio porta la E(g;Eg,\fzgt,ﬁ / Q,Eg,\fzg,#_/(6.2.29)>_che da luogo alla

{B(zm)y=Z; zm=(M{(@)—M( G/ (Vo r+V0/8) " } 3)
Si considera I'insieme r di cui le r={rm;m=1,8} rmz{tMpqn\'/n{thlEgg énoto}n\'/n{thl\fzg e
V24t sono noti}} e —3 {ra_srb | {a,b}g?mzl,m}}. Da ci0 seguono le

{rm=(M(g)—Pm)/Oom;m=1 88} “4)
le cui {®{rm)(x);m=1,8} sono rese note dalle (1) (2) e (3), e i cui {Pm,0m;m=1,8} sono noti se
sono tali i {gp;p=1,p} {Jg;p=1.4} e {Gut=14}.

Introducendo le (4) nelle {An<rm<Bm;m=1,1} (e considerandone le {on>0;m=1,m}), si deduco-
no le {AmOmtPm<My<Bm-Om+Pm;m=1,m} essendo possibili le deduzioni inverse. Cio ¢
I’arbitrarieta dei {Am,B:n;m=l,¥ﬁ} consentono di stabilire le {Er(my¢>Em(gym,Er(mé>Emgym;m=1,1a}
di cui le Er<m>E< mElmf Im=[Am,Bm] Em<g>m5% O(mSmgSBm% Otm=Am*Qm+Prm BmEBle;-i-Pm Erim=
%rmEIm} ImE[Am,Bm] Em(g}mE% Ofmsmggﬁm Om=Am'Om+Pm LBm=Bm'Om+Pm Um=1,ﬁa([0fm95m]):9_1m<g>
U=t ([ Om, Bn]) =T ~Rm(ep. Ci0 porta la A(M(G),Em(g), L, {E:x(am),limy Emigyms [ty Bl Exanys/ims Eim(im,
[ Otm, Bm];m=1 88} K,Ex,i,{Ei<n>,£n,Em,ﬁm,Ei<n>,‘_n,EXn,‘_Jf><n;n:1,ﬁ} /(&5)) e quindi consente di ot-
tenere le inerenti limitazioni della JO(Em(g))-

8.1.4 La varianza di un insieme di variabili casuali.

Quando ¢ incognita la v¥(g) del g di cui in sez. 8.1.3 (e cid accade quando ¢ incognito almeno
uno dei & valori g), si ha la (Vg% /X.Rs /se2.8), € una 1(Evae) (di cui le Evag=t Vg€ Ruxg ¢
e Evaig=t Vg€ (V) 1) puo essere indagata come segue. ) ) . )
Le (6.3.17) e V’i=dXg)/a (dovuta a (g /A /(2.2.1))) portano la

(Vv o/ Vo )=Xa—1) (1)
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Da: E(Ev(g,Evig /A8 [(3.2.4)) ¢ EE ) BV eRg,Evig [5.R,Es [(4.2.19)); BV ga ViV [
u,v /(5.2.2.12)); (1); segue 1PM

{3@<Evz<g>>zp<EV2<g>:Evz<g>>:I <@v2<g>>(@<vzg>(x)'dX):ﬂ'V_Zq'I <@V2<g>>(@<ﬂ'vzg/v 29>(ﬂ'X/V 29)'dx):
ﬂ'v_zg'j (Ruag)(X@—1)(@x/V 29)‘dX)}$@<EVZ<g>>

che puo essere usata per conoscere J9(Evq)) se € nota V2. Se invece V7, ¢ incognita, delle limi-
tazioni della JO(Ev2(q)) possono essere stabilite come segue.

Le (1) e (8.1.1.4), e la deduzione della T(v’4,D%(Jq,Gq)) dalla {{i(gnlG);VG};n=1,a}, portano la
BV V58— 1,DH(q,Ga) Vg dq [ Xo,v0 /(6.4.4),(6.4.5)) che da luogo alla

{o(fq)= Rﬁ_laéq>;fqzﬁ'éq'(ﬁ_l)71'V2g/52<§%§q>} (2)
Si considera I’insieme r di cui le r={rm;m=1,m} rm=fq ¢ —El{razrbl {a,b}c{m=1,m}}. Da cio
seguono le

{Tm=Hm'V g;m=1 88} 3)
le cui {&(rm)(X);m=1,1} sono rese note dalla (2), e i cui {Hm;m=1,8} sono noti se sono tali i
{Gap=1.4}.

Introducendo le (3) nelle {An<rm<Bm;m=1,m} (e considerandone le {#n>0;m=1,m}), si deduco-
10 le {An/Em<V’o<Bm/Hm;m=1,} essendo possibili le deduzioni inverse. Cio e arbitrarieta dei
{Am,Bm;m=1,mm} consentono di stabilire le {E (m¢>Evgym,Erimyé>Evi(gym;m=1,8} di cui le Ex(m=
% rmEImF ImE[Am,Bm] Evz(g>m54 O(mSVZgSBmF Om=Am/Hm BH:EBm/Hm Er(m)E{rm EIm% ImE[Am,Bm] Evgm=
% O(mSVZESBmF OmeAm/HmiﬁmEBm/Hm E\Jnl:l,ﬂex([O(m,Bln])zﬁ_{zvz(g) Um=1,ﬁa([0(m, Bm])zﬂl_g_{v%g)- Cio pz)l‘ta
la ‘ZE<V29’EV2<§>’£’{EI m>’lm’EVZ<g>m’[OCm’Bm]’Ef(m>>1maEVz<g>m’[O[m’Bm];mzl71%} X,Exaia{Ei<n>amn,EXn,an,Ei<n>,
I Exn, Hn;n=1,8} /(8.5)) e quindi consente di ottenere le inerenti limitazioni della JO(Evxy)).

9 L’ANALISI DELLA VARIANZA.

9.1 La struttura tabellare e i suoi significati.

Una consueta tabella T ¢ una struttura denotata dalle

Ere=RiMCe (1)
dove: = sono le Nx-Nc caselle, R sono le Ng righe, C sono le Nc colonne, e ogni casella Zic € un insieme.
Un insieme ¥ (di cui la Y={4Y.;e=1,e}) puod assumere la struttura di una T per mezzo del distribui-
re i suoi elementi a costituire le caselle di questa, ossia stabilendo una

y={T | Ere={ Ye(rc.e);6=1,9(Erc)  ;1=1,Nr;c=1,Nc} (2)
definita da una {ere;e=1,9¢Er);r=1,Nr;c=1,Nc}={e=1,e}.

Lo scopo essenziale della (2) ¢ quello di facilitare la visualizzazione di sottoinsiemi di ¥ (chia-
mati classi), i quali si distinguono reciprocamente in quanto gli elementi di ognuno hanno come
caratteristica comune un peculiare valore di una certa proprieta.

Questo scopo ¢ conseguito stabilendo la (2) in modo da disporre come elementi di ogni 4, (si u-
sano 1 simboli {4,a,A} nel senso della {4,a,A}={{R,r,R}.V.{C,c,C}}) tutti quelli che hanno come
caratteristica comune uno specifico a-esimo valore V) di una specifica proprieta [, € ottenen-
do cosi che ogni 4, ¢ una diversa classe di 4 e che ad A risulta associata la [?4.

Una relazione tra una grandezza G e una proprieta P, ¢ inerente una corrispondenza biunivoca tra
valori di G e valori non tutti uguali di P. La forza (o strettezza) di una tale relazione ¢ maggiore
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quanto ¢ mediamente tale la variazione tra valori di G corrispondenti a diversi valori di P. Nel ca-
so che P ¢ una grandezza (cio¢, conformemente a quanto in sez. 2.1, quando P ¢ la proprieta nu-
mero), oltre alla relazione tra G e P si ha anche la correlazione tra queste, la quale ¢ anche essa
inerente una {G<P}={G.,Punuy;a=1,&} (conforme alla (2.2.4)) tra un G (insieme di valori di G di
cui la G={Gga=1,&}) e un P (insieme di valori di P di cui la P={Ps;b=1,&}={Psw);a=1,&}), e la cui
forza ¢ misurata da: la codevianza cd{G,P) definita dalla cd{G,P)=X,-1 &((Ga—M{(G))-(Pry—M(P))),
la covarianza cdg /&, € il coefficiente di correlazione cdgp/(d{G)-d(P)) (di cui la (2.2.1)). Nel se-
guito si sottintende che i1 ¥ sono e valori di una stessa grandezza u.

La visualizzazione di ¥ che si ottiene con la (2), evidenzia la forza della relazione tra v e la pro-
prieta [P, associata a A, nel senso che consente una vista della variabilita dei valori di ¥ con
I’appartenere a una o 1’altra delle N, classi A. Questa forza: ¢ chiamata rs; ¢ causata da alcune
classi tra le A che si distinguono per 1’avere ognuna un valore medio notevolmente diverso da
m(4); & crescente con il numero ¢ il risalto delle dette classi nonché con le loro numerosita.

La presenza in T delle Pk e [Pc, vi implica anche quella di una proprieta [Pz associata a 2, in quanto il
suo (r,c)-esimo valore € il Vzq) (di cui 1a Vzge={Vrmn, Ve }) comune a tutti gli elementi della classe Zr.
Quindi la T in argomento evidenzia anche la forza rz della relazione tra 4 e [Pz, valendo per que-
sta rz considerazioni analoghe a quelle fatte per ognuna delle ry e re.

L’interazione [z tra le Pk € [Pc, € una proprieta ulteriore rispetto alle Py [P°c € P=. La forza della re-
lazione tra Y e [z, che si chiama iz, ¢ maggiore quanto la rz ¢ diversa da quella che sarebbe coe-
rente con la sola addizione delle rr e rc. La rz € costituita dall’addizione delle iz Ik e rc, € quindi
la iz ¢ costituita con 1’eliminare le ry ¢ rc dalla r=.

Nel caso Nr=1: si ha la sola rc che coincide con la rz poiché si ha la 5=51=Cc, € non si ha la (z
poiché sussiste la sola [Pc. Questo caso ¢ del tutto analogo a quello della Ne=1.

La T, che ¢ bidimensionale nel senso che mostra le sue Nr R € Nc C nelle rispettive due dimensio-
ni complanari e mutuamente ortogonali, ¢ generalizzata da una tabella T &-dimensionale che ¢
una struttura denotata, intendendo la i={in;n=1,1}, dalle

{I:E:Kn;nzl’ﬁ} EE{:H_’:{;il:l’Nl;iz:laNz;- . :lﬁzlaNﬁ} KnE{Eni;izl,Nn} EmE{:H_’jl /lnzl} @:mnﬂ,ﬁ(gni(n)) (3)
dove: E ¢ l’insieme delle N caselle (di cui la N=IIn=1a(Nn)); Kn € 'insieme delle Ny, divisioni
{ Kni;1=1,Nn} nella n-esima dimensione.

T

La (2) inerente la T descritta dalle (1), ¢ generalizzata, inerentemente la T descritta dalle (3), dalla
4={T | B={Yei.01€=1,9UZ)} s11=1N1512=1,N;. .. siw=1,Nn} 4)
definita da una {eic;e=1,9¢(5);1,1=1,N1;1.=1,N2;...;1a=1,Na}={e=1,e}.

Inoltre queste generalizzazioni per la T di quanto detto della T, proseguono come segue: ai Ky €
E sono associate le rispettive proprieta Pxm) € [Pg; Kni € la classe costituita da tutti gli elementi di
4 che hanno come caratteristica comune 1o stesso i-esimo valore Vg iy della Pkmy; & € la classe
costituita da tutti gli elementi di ¥ che hanno come caratteristica comune lo stesso i-esimo valore
Vaiy (di cui la Vaiy={Vmn,imy;n=1,1}) della Pz. A questo riguardo si sottintendono le

N22 {Pra#Pr); Vi{a,b}c{n=1.8}} {Vin#FVknp);V{a,b}c{in=1,Nn};Vne {n=18}} (5)
Il 4, di cui la (4), ¢ suddivisibile nei suoi N sottoinsiemi (di cui la Nep=ITa=1 (Np(cb.a))) che si
chiamano le N, classi I, € sono definiti, intendendo la Teo={in(cp.a;a=1,c}, dal terzo membro della
Y=Ib={ Lie)sin(eb.y=1,Nnceb,)3inceb.2=1,Nngeb2s- - sinebo=1,Nntebe ) = {16;6=1,Nen} (6)
di cui la Zbieby=Ma=1.c(Kn(cbavinichay), € la cul AU I /A,E / (2.2.38)) ¢ mostrata con maggiore evi-
denza dal suo ultimo membro che segue come semplificazione consentita dalla genericita dei {c,b}
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che consente di porre la I={I5;p=1,Ne} nel senso che il generico elemento Zicp ¢ indicato come I.
Le Iin=Kn ¢ Lai=E, che si hanno in corrispondenza delle rispettive {c,b}={1,n} e {c,b}={=,1},
mostrano che le b(a) suddivisioni di ¥ formulabili con la (6) comprendono le &+1 precedente-
mente espresse dalle (3) e (4) che sono: quella nelle Ny classi {&ni;i=1,Nn} (una per ognuno dei
{n=1,a}), e quella nelle N\ classi E.

A ogni I, € associata una proprieta P, che ha i Nep valori {Vewiebyyilnce.b,y=1,Nn(c,b,1):1n(c,b2)=
1,Np(e.b2)s- - -s1ntebe=1,Nnebey} 1l cui Vebiebyy € Una caratteristica comune a tutti gli elementi di Zjc,p)
ed ¢ costituito dai c¢ valori inerenti 1 rispettivi {Kncbayim(cbaya=1,c} 0ssia € Vipicb)=
{Vkne,b.avitncbay;a=1,c}. Si hanno le P1,=Pkm) € Pa1=Pg conformi alle rispettive Ijn=Kn € Iai=E.
La forza re della relazione tra 4 e [Pw,, € evidenziata da quanto i valori di ¥ sono influenzati
dall’appartenere a una o I’altra delle Ny classi Ich. Questa forza: € causata da alcune classi tra le
Icb che si distinguono per I’avere ognuna un valore medio notevolmente diverso da m(4); ¢ cre-
scente con il numero e il risalto delle dette classi nonché con le loro numerosita.

Corrispondentemente alle bs—#& proprietd {/P;b=1,bac;c=2,1}, si hanno le altrettante ulteriori
proprieta {/c;b=1,bac;c=2,1}, la cui [ ¢ I'interazione tra le {Px(cpay;a=1,c}.

L’essere I’insieme {ncpay;a=1,c}—{N(c b} una combinazione dei {n=1,1} come lo ¢ la {np.a);
a=1,c}, comporta che ne sono definite la proprieta (e, analoga della /e, € la forza /e, (della rela-
zione tra Y e [Mhq) analoga della re,. La forza i, della relazione tra 4 e [, € maggiore quanto la re, €
diversa da quella che sarebbe coerente con la sola addizione delle {riva;a=1,c}. La rep € costituita dal-
’addizione delle i, € {reba;a=1,c}, € quindi la ih € costituita con I’eliminare le {/wa;a=1,c} dalla rep.

9.2 Le statistiche, I’ipotesi, le conseguenti funzioni di densita di probabilita.

In conformita alla Z(4,Ie, {T5:6=1,Nev} /A,B, {Ba:d=1,d} /(2.2.38)) (dovuta a (9.1.6)) ¢ alle In=E
Iin=Kn (dette in sez. 9.1), si pongono le

dZNSchD2<I_1,ch> dzschD2<‘_1,icb> dzNSQEdzNSi%l dZSEEdZSﬁI d2UNSnEd2Nsm dZUSnEdzsln (1)
Da: (4,5 /x,X /(2.2.40)); (1); segue

d2<i>= DZ(ﬂ,ich‘D2<g,icb>5d2NScb+dzscb (2)
Le £@&,1 /c,b /(2)) £(1,n /c,b /(2)) e (1) portano le

dXuw)=d’nset+dse (3)
d2<2>:d2UN5n+©12USn 4)
Si pone la

P s1cb=scb—Zb=15(mc-1)(Scbp L sc-1.5) (5)

definita per ce {n=2,a}; dove: ¢ Op=1 se {n(-1paja=1,c—1}c{nepasa=l,c}, e € Sep=0 se
{n-1pa:a=1,c—1}Z{ncpa;a=1,c}; e di cui si ha la Zp- pce)(Ocbs)=Nac con Nac il numero di
combinazioni di classe ¢ dei {n=1,1} nelle quali compare una stessa combinazione {Qc-ipa;
a=1,c—1}, valendone percio la ¥ac=8—c+1 che segue dalla £(n=1,& /n=1,N / (2.1.2.6)).

Dalla (5) segue la

@iZScb:@iZSICb‘i'Zb:l,B(ﬁ,c—l)(gcbb'@iZSc—l,b) (6)
Introducendo nella (2) la (6), si ha la
A (@)= nseb+ sicb+Zo1 i 1) Eebb S se-1,6) (7)

Da: (6), zbil,E@%,C)(@Cbb):Nﬂc; segue
=1 ,E(ﬁ,C)(dzscb)=Zb:1 ,B(ﬁ,C)(dZSICb)‘FZipl ,E<ﬁ’C,1>(dZS o1, b 2b=] Bac) (6cbb))=zb:1 5 <ﬁ,0>(d231cb) N ae Zbet Bo-1) ( dZSC—l ,b)
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Questa e il porre le &sse=Tb-1 smc)(seb) Ess1=Zbo1 sime)(sicb) portano i primi due membri della
@izzsc:@izESIC'FNﬁc‘dzES,c—l:d2251c+N§c‘dZZSI,c—l+N§c‘Nﬁ,c—l -@225,c—2= e =

dZZSlc‘f‘Za:Z,c—l (Hb=a+ 1 ,C(N ﬁb) . dZZSla)"'Hb:Z,c(N ﬁb) . @2251

1 cui membri ulteriori si ottengono applicando successivamente gli stessi suoi primi due membri
per esprimere i rispettivi {€’sss;a=c—1,2}, e che vale per ce {n=2,1} coerentemente con la (5)
che ¢ intervenuta nella sua deduzione.

Introducendo, nella precedente espressione di &ssc, le {N®,p,q)=TTkep q(Muk); Vp<q} {M&,p,q)=1;
Vp>q} e la @ss1=Yne1 (e usn) (che & conforme alle & sse=Zb1 sme)(seb) € (1)), si ha la

@jZZSczza:Z,c(r]V. B,a+l,c 'd22sw)+2n:1 ,ﬁ(JV- nc’ @jZUSn) (8)
Da: quarta delle (1); ba.z)=1; A= / c / Prse=Ybe1 sl Lsch)); Al / c / (8)); Essic=Tbm pme( S sich); SegUE
dzsgzdz&&l =p=i B(a,n) (dZSi%b)E@izZS% =ZC:2,§(JV;%,C+ Y dZZSIc)‘f‘Zn:l ,ﬂ(eNoi%Z%' dzUSn)=

20:2 ,ﬁ(zb:l ,E(ﬁ,c)( dZSch))+Zn=1 ,ﬁ( dzUSn) (9)
di cui le € sicb=Nac+1.8 A sicb € usn=Nan-€usn, € che introdotta nella (3) da luogo alla
d2<i>=d2NS@+ZC:2,§(zb:1 ,E(ﬁ,c)(dzslcb))‘l'zn:l =l dzusn) (10)

Una grandezza A puo essere scelta per misurare una grandezza B, se sussiste una A§B cio€ se A €
crescente o decrescente con B, e in tale caso ogni valore di A € chiamato una misura di B.

La @5 ¢ una misura della re, poiché ne vale la é%se Trep. Viceversa la d’wseh non ha alcuna corri-
spondenza certa con la re,. Dunque, in base alla (2), €’seb € d’xscb sono due parti, della devianza
totale d’y, rispettivamente spiegata (cio¢ interamente causata) e non dalla rw. In quanto testé, i
{Pscbylen,d nscbs(2)} pOSSONo essere sostituiti, in quanto li annoverano come casi particolari, dai
rispettivi {3 se, fat,dnsz,(3)} 0 {usnFin, & uxsn,(4)} .

La @b ¢ una misura della ic, poiché ne vale la @%b Tico. Dunque la (7) mostra che @ep ¢ una
parte di d’y spiegata dalla jw. Anche la &g & (come la &2ep, conformemente alla @ien Té1ch, €
come ogni altra G di cui sussista una GT&éeb) una misura della ib. Dunque la (10) mostra che
sicb € (come &sib) una parte di d’y spiegata dalla icy. In quanto testé i {& sich,& sichyich,(7)} POs-
sono essere sostituiti dai rispettivi {&ysn, & vsn,ln,(4)}.

La considerazione ricorsiva della (6) (nell’ordine successivo indicato dal {c=#,2}) e la (9), portano
che ogni {&seb-Ve@ls1cbe Vol s1cb-VoE s} ¢ una parte di d’sz. La (3) afferma che le d’usg € sz sono
due parti distinte di d”y. Pertanto si conclude che d’xsz ¢ una parte di d’y che non ¢ causata (nem-
meno in parte) da alcuna delle forze che possono essere identificate per mezzo della T, e quindi che
¢ interamente causata da forze assenti (in quanto incognite o ignorate) tra tali forze inerenti la T.

La (10), la testé detta proprieta della d’xsz, ’essere ognuno dei Bs addendi {{csicb;b=1,Bac;
c=2,a},{ usn;n=1,8}} della (10) una parte di d’, spiegata dalla corrispondente delle forze
{{ico;b=1,Bac;c=2,8},{rn;n=1,2}}; portano che ognuno di tali B addendi ¢ I’intera parte di d’y
spiegata dalla corrispondente di tali forze. Questa proprieta dei bs addendi in argomento induce
a preferirli come misure delle corrispondenti forze.

Le (2) e (3), e I’essere &’sz un massimo tra le parti di d*y che possono essere spiegate da una del-
le forze inerenti la T, portano che d’xsg € un minimo tra le{d’xseb;b=1,Bac;c=1,2}. Inoltre la (10)
mostra come la d’xsz non aumenta (ovvero generalmente diminuisce) con I’aumentare di &.

Si pone la ¥=e(d). La &, che misura la re, esistente nel ¥ e & una parte di d’y spiegata da questa
forza, ¢ una statistica che stima (con riferimento alla (4.2.14)) il parametro limy_u(csev()) il qua-
le misura la stessa forza che perd esiste in 4 e ¢ una parte del parametro limy_s(d*4(¥)) spiegata
da questa forza. Cio vale anche sostituendo i {scv,feb} con i rispettivi { sicbyfeb} 0 {E usn,Fin}, cON
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la differenza dovuta all’essere le {&sich,éusn} le intere parti di d°y spiegate dalle rispettive {ico,fin}.

Analogamente la d’xsg, che ¢ la parte di d*y non causata da alcuna delle forze inerenti la T e che
esistono in Y, ¢ una statistica che stima il parametro limy u(d’xsz(¥)) il quale ¢ la parte di
limy—a(d*«(¥)) non causata dalle stesse forze che perd esistono in .

Si considera ¥ come un particolare campione che ¢ stato o sara determinato, e I’ipotesi Hgy defi-
nita dai primi due membri della

Hau={4=r (9), Heu} > {4=L;Y=r(¥)} (11)
di cui le #u={P(Ue)=G(E¥),VX¥));e=1,e} Y=M(¥ € T(¥)) B(Y)=G(E(Y),V*(¥)).
La (11) mostra che per le {4=r(4),Hsy} vale un discorso analogo a quello detto in sez. 7.1 per le

{X=r ), Has}: si sottintende che non € possibile stabilire certa la —{¥=r(4)} giacché questa im-
pedisce di considerare la 3y come un’ipotesi.

La { e 4V {c,b} } (conforme alla (9.1.6)) porta le G« {&(x)=GEY),V (V) V€ LieryV {c,b} } ) €

{4=r (D} {Lniery=r(1);V{c,b}} (12)
Le (6) dzsmbf%,cﬂ,g'dzsmb € dzUSnE‘JV%zg'dzUSD portano la Ky KAy di cui le .’ng{llm t_{ﬁﬂ(@izs(;b(l_l))zo;
V{c,b}} e Az={{liMussu(Psicn(¥))=0;b=1,bac;c=2.8}, { My (S usn(¥))=0;n=1,8}}.

Il secondo membro della (12) afferma: che ogni elemento di ogni Zbicp), pure essendo contrad-
distinto dall’anzidetto valore Vi della proprieta /2, € individuato imparzialmente tra gli e-
lementi di 4; e quindi che il valore di ogni elemento di 4 non ¢ influenzato dall’avere la proprie-
ta costituita da un qualsiasi Vetice,by; € quindi che in 4 sono nulle tutte le ba forze {rep;b=1,bxc;
c=1,1}} inerenti la T; e quindi che ogni &’scv#0 (come pure ogni &’sicv#0) & causata dall’essere ¥
un campione che in quanto tale non rappresenta esattamente il suo universo 4.

Cio e ’essere il limy_5(’seb(¥)) una misura della rep in @, portano la { Zjem=r(1);V {c,b} } >Kq.
Questa, la (12), e la Ky<>Aq, portano la {y=r{1)} > Ax.

La {&=r(E;);Vi} consentirecbbe di ammettere la Az —{4=r{4)} poiché le {{&=r(Ei);Vi}, %a}

escluderebbero ogni ragione di ammettere la —{4Y=r(4)}, e quindi (in base alla {y=r{U)}—> %q)
anche la {y=r(T)}<> 4%g. Tuttavia di solito non ¢ possibile stabilire la 4@_5r<@>;ViF, e percio si
ammette la {Y=r(9)} >4z ma non la {¥=r(9)} <> A3.

Da: (11) e {4=r(1)} >(4) (dovuta a (4,11 [Zixik [(4.1.1))); Hou=> (Fi(ue)=T";e=1.e} ¢ i cri-
teri della sez. 2.4.3; segue Hay—> {(u), 7} > T se 15 /Ber=1}).

Si sottintendono le d’,=d’; x’=d’yV’y =°s=d’yV’y dove s & un simbolo qualsiasi. Si pone, in
conformita alla (9.1.6), la Tv={Tnsh=1 hev} ={T5 /ou(Tp)>2:Tpe T} Le Haum (), #ar} Haym>
(4L /9,6 /(6.3.17),(6.3.24),(6.3.25)) e (1) portano le

Hou=2{(x"1)=X(e~1)} (13)
Haa =2 {D(X xseb)=X(Mev)} (14)
Haa=2 {05 seb)=X(Neo—1)} (15)

di cui le Mcb=Zp=1 #(c,p)(9Tcbn)—1) € {Mcb=€—Ncp; VEcb=Neb } .

Le Hay e £(c—1,b /c,b /(15)) portano la {0¢se15)=X(Ne_15—1):b=1Bnci} € quindi la E®scbLey /
S (@ Encia(Vn) /(6.3.12)) di cui le Brsc=Ei pme1y(Bebb 2 se-15) Leb=bet sme-1)(Sebs- (N1 p—1)).
Cio, la Hgy e la Hoy—=T({Psco1 /&bbzl}}}, portano la #gy—> {D(B°scb)=X(Leb)}. Questa e la (15)
portano, in base alla (6.3.8), le rispettive

Har A DB sen)(@)=(1-2-4-0) ) Hou 2 { D) (@)=(1-2-4-00) P (16)
Da: Hey, Heu—>1(2s1cb,5°scb) (che si sottintende convalidata dai criteri di sez. 2.4.3), (6) (in quanto por-
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a la (e, {32510, seb} /2,5 /(5.3.2.3),(5.3.2.2))); Hay € (16); segue PM { D))= sco)(®)/
DB seb)(@)=(1-2-4-00) FOHDDA  ar Questa e la (o seb,Nev—Ler—1 /5,5 /(6.3.8)) portano la
Heg—> {®<X251cb>EX<Ncb—ch— 1)} (17)

9.3 1 tests statistici che costituiscono ’analisi della varianza.

Con procedimenti simili a quelli che hanno conseguito le (9.2.13) (9.2.14) (9.2.15) ¢ (9.2.17), ¢
generalmente possibile dedurre un’ulteriore molteplicita di risultati analoghi. Cio e la genericita
dei {c,b} implicano un insieme di densita di probabilita dello stesso tipo X(s) e che hanno la Hgy
come condizione sufficiente per la loro validita. Il p-esimo elemento di questo insieme ¢ indica-
to come il D(%’p) di cui le D p)=X(0p) € ¥ p=d’p/V7y.

Le &N /p / X{0p)) € £(D / p / X(0p)), 1a #gy e il sottintenderne convalidata la FGy = 1(® %), € la
Prxo=(R 2/ On) (#20/00)=(d2/0n)/(d70/00), pOTtano 1a {@un tx,On8 0,00 / FluvnaXovo /(6.4.4),(6.4.5))
¢ quindi la ®{@xp)=F{0n,0p). Ci0 ¢ la £{@np [s] (5.2.2.14)) portano la

{D(F)(X) =08 00)(x/ ko) | Ko |3 Fan=Fxo(4) =Kno-(@5(2)/0x)/(@76(4)/00); VX € RFrn)  &=FHeu (1)
dove knp € una costante arbitraria a meno della kxp#0.

Da: (1) e &(Hgu,IPM (1) /’_PA,TB /(2.1.1.1)); segue ﬁ%@z{ﬁ%ﬂ IPM (1)}. Questa, la (9.2.11), e IPM
(1), mostrano sia la £(FHgy /Has /(7.1.5)) sia che la Hgy € determinata in quanto ne sono note le
D(Fnp)(X) € Fap(H). Perciod la Hgy puo essere 1’ipotesi nulla di un test statistico T{Hgu,Fnp,Rnp).

Le {dzN,dZD,kND} che consentono 1’esecuzione dell’attinente T{Hgy,Fxp,Rap), POSsOno essere scelte
senza cercarne requisiti ulteriori ai detti, poiché in ogni caso tale esecuzione ¢ resa possibile
dall’essere la #gy determinata. Perd un T{FHguFnp,Rap) definito in questo modo, pure se puod (come
ogni test statistico) consentire di respingere come falsa la {5y correndo il voluto rischio di farlo
quando essa ¢ vera, ha il difetto di non poter avvalorare informazioni ulteriori e sistematiche sulle
forze esistenti in U (a questo riguardo i primi due membri della (9.2.11) mostrano che si ha la
F{ HauyF(Heq) quando la y=r(T) ¢ certa).

L’analisi della varianza (o AV) ¢ ’esecuzione di un insieme di tests statistici del tipo T{FHgu,Fxp,
Rup) € definiti ognuno da una scelta delle attinenti {d°x,d°n,Knp} finalizzata all’evidenziazione di
ipotesi che: affermino ’essere grandi in 4 alcune forze, abbiano credibilitd massimale, e siano
reciprocamente congruenti.

A questo proposito si pongono le Hsien={il liMy_u(sicb(2)) € grande} Husn={il liMyu( usn(¥)) &
grande} che, per la (9.2.11) e la {¥=r(4)} > %5 (detta in sez. 9.2), sono ambedue contrarie alla Hgy.
Ogni T{Hgu,Fxo,Rnpy di una AV: ha un livello di significativita scelto arbitrariamente e che si
chiama Ay (in quanto generalmente ¢ lo stesso per tutti i tests in oggetto), e la sua Rup € il [Fap,0)
che si determina calcolandone il Fxp come incognita della Pav—l5xmy oo DFrp)(X)-dX)=0.

Si usano le 7\, d 0)=T(HouFro.Ran) Kd nd p)=Fxp Fd n,d p)=Fxo Rd’x,d’p)=Rwp di cui le
d’\=kn-d’x d°p=kpd’> (Kn/Kp)=Knp, € si usa la Hdx,d%) per indicare la gy nel suo ruolo di ipo-
tesi nulla del 73d*\,d"p).

Come specificazioni di tali {g°x,d’p} si hanno le { seb,dnsz} € {&usn,d’nsz} di cui la (9.2.10).
11 K& sicn,d’nsz) € il rapporto tra I’intera parte di d°y che ¢ spiegata dalla ic, e I’intera parte di d°y
che non ¢ causata da alcuna delle forze identificabili con la T. Lo stesso vale sostituendo i
{ & sichyich} con i rispettivi { & vsn,lin .

Cio e la Rup=[Fxp,0) comportano che, quando il 7{csieb,d’xsz) ha come esito ’evento F(H & sich,
d’xse)), la credibilita della Hgeb ¢ maggiore quanto un minore Ay € un maggiore A&l sich,d nsg)
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inducono (conformemente alla (& seb(4), 4,4, Hsicb / s(X).XX, H(s(X)) / (4.2.15))) a ritenere mag-
giore il limy_g(csieb(¥)). Lo stesso vale sostituendo i {& sicb,Hsicb} con i {& usn,Husn}. Questa
credibilita delle Hsib € Husn, che avviene come conseguenza dei rispettivi { 7{& sicb,d nsz),
T{&usn,d’xnsz)} € in concomitanza con il f(#y), & coerente con la — Az >—{y=r(1)} (che segue
dalla {y=r(4)} > %5) e la (9.2.11).

Tuttavia (considerando le &sicb=Nnc+1,0Csicb € E usn=Na 22 usn) 1a (9.2.5) mostra che la Hgb
non ¢ compatibile con 1’essere grande anche il |img—)ﬂ(z:bzl,];@%’cf])(@cbb'@ﬂzscfl,b)), e quindi (per la
(9.2.8)) che non ¢ compatibile nemmeno con la Hysn.

Sulla base di queste considerazioni si espone una versione della Av che ha lo scopo di rendere
massimale la credibilita di alcune delle {Husn;n=1,8} evitando I’incongruenza dell’essere al con-
tempo massimale anche la credibilita di una delle {Hsich;b=1,bac;c=2,2}.

Tale versione, se J9¢Z)>2, ¢ costituita dai seguenti due passi. Nel primo passo si eseguono i
{T(dzUSn,dzNSE>,{T<@ﬂ2USn,@ﬂZSICb>;b=1,Bgc;czz,ﬁ};nzl,ﬁ}. Nel secondo passo si attribuisce, a ogni
Husn di cui nel primo passo sono accaduti sia il f{/ & ysn,d’nsz)) sia tutti i {F(HK L vsn, & sich));
b=1,Bac;c=2,2}, una credibilita tanto maggiore quanto ¢ minore il /v € quanto sono maggiori i
{F<d2USn,d2Ns@>, {F<d2USn, d2$1cb>;b=1,5§c;c=2,ﬁ} }.

Questa versione della Av, se {9¢(zj)=1;Vi}, ¢ modificata in quanto nel primo passo non si ese-
guono i {T(e vsn,d’nsz);n=1,1} e quindi nel secondo passo non si considerano né i {F{A& ysn,
dst@)};n:l,ﬁ} néi {F(@ﬂzusn,dst@);n:l,ﬁ}.

10 L’ANALISI DELLA REGRESSIONE.

10.1 1l polinomio dei minimi quadrati e le inerenti statistiche.

L’informazione essenziale contenuta nella tabella ®-dimensionale definita dalla (9.1.4), ¢ e-
spressa dalla corrispondenza biunivoca indicata (conformemente alle (2.2.4) e (2.1.2.1)) dalla
{EBSVai; =1, N;1L=1,No;. . ;1e=1,Na} (1)
di cui le i={inn=1,8} G={Y%jiq;e=1,94E)}cy={";e=1,e}, € la Vzi={Vrniny;n=1,8} con
Vn ity che € il in-esimo valore della n-esima proprieta Px(n).

Tale informazione puo essere espressa anche dalla corrispondenza univoca indicata (conforme-
mente alla (2.2.3)) dalla

{de=>Xeie=1,e} (2)
di cui la Xe={Xen;n=1,8} con Xen il valore (che la (1) fa corrispondere univocamente al 4.) della
proprieta Xn di cui le XneX={Xn;n=1,8} Xn=Pkm).

Inerentemente la (2), le (9.1.5) portano sia le €>2 e IXc#X. (di cui la ee {e=1,e}) sia che per o-
gni n#n (di cui la ne {n=1,12}) 1 {Xen,Xen} sono due valori di due proprieta diverse.

Nella sostituzione della (1) con la (2), sono usati i Xn € Xen come rispettivi nomi della n-esima

proprieta e del valore di questa associato al 4, allo scopo di specificarne le rispettive identita di
una grandezza e di un valore noto di questa.

Alla (2) puo corrispondere una

{Uc=>fce=1,e} (3)
di cui le fe={fye;n=1,8} fye=Ffy(Xc), € che ¢ arbitraria in quanto sono tali sia il g (a meno della 5>1)
sia le g funzioni f(X) di cui la f(X)={f,(X);n=1,5}.
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Inerentemente la (3), i cui {f;e=1,e} siano sufficientemente diversificati e numerosi rispetto a g,
¢ definita la

Y=P(f(X))=Zp-0.4(by (X)) 4)
di cui la fo(X)=1 (che, per la fye=fy(Xc), porta la {foe=1;Ve}) e dove P(f(X)) ¢ il polinomio, detto
dei minimi quadrati, 1 cui coefficienti b (di cui la b={by;n=0,%}) verificano (intendendo la b=
{b;0=0,8}) la

Q(b)=min((b) /beH™") (5)
dicui la
QUb)=Ze=1 o((Zgm0.a(byFre)—Ye)’) (6)

che, per le note regole di derivazione, ha la

OAD)/Oby=Ee=1.6(2+(Zym0.8(by Fpe)—e) Fie)=2-(Zp=0.0(Ze=1 e(Foe-Fpe)-Dy)—Zem1 el(Frer Ye) =2+ (Zy=0.(Anyby)—By) (7)
di cui le

Apy=Ze-1,e(fpe-ye) By=Ze=1e(Fre-Ue) ®)
Un punto 4 di cui la /={by;n=0,8} eR™! puo essere considerato giacente su una semiretta di
*" che ha origine nel punto 4, di cui la 4={0;0=0,8}, e percid puo essere espresso dalla f=
I(p) definita dalle A(p)={hy(p);0=08} {Iy(p)=p-om;n=0,8} dove i {a;0=0,8} sono i coseni di-
rettori della semiretta e p (di cui la p=(Z,=04(4y))"’) & la distanza tra o e 4.

Da: £(b(p) /Q /(6)) e {hy(p)=p-on;0=0,8}; I’essere il secondo limite un infinito di ordine inferio-
re rispetto al primo; segue

liMpoc(Q(B(P))=NiMpsoc(P” Zem o (Ziy=0.0(0ty-Fe))))HiMp oo Bt o Ye'=2-p- e Zuy=o.n(0ty-Foe) )=
Ze=t.o((Zy=0.a(0ty-Fe))*)-liMpsoo(p?)=00

Questa, il poterne considerare le 4(p) (conformemente alla /=4(p)) come un punto di una qual-
siasi semiretta di 2% che ha origine nel punto 4, e la OR™=D; consentono di ammettere certa
la IMin(Q(b) /be ™'y nonostante I’illimitatezza di H*"'.

La (7) mostra che la Q(b) ¢ parzialmente derivabile nell’intero %', e quindi che vale la Bxp=C
con Byp I’insieme di ogni punto b di R dove la Q(b) non & parzialmente derivabile.

La 3Imin(Q(b) /beF™, le {07 =@ 8=, € la EHQD).H /f(x), 7y /(2.4.5.3),(2.4.5.4)), portano la
min(o(b) /be B y=min(c(b) /bes:) ©)
dove B ¢ I’insieme dei punti estremali che la Q(b) ha in %', ossia ’insieme delle soluzioni del
sistema {0Q(b)/0by=0;1=0,8} di 5+1 equazioni nelle altrettante incognite b.

La (7) porta che questo sistema ammette le stesse soluzioni ammesse dal sistema lineare che (usando
la notazione matriciale) si scrive A-b=B essendone A (di cui la A=[A,,;0=0,8;#=0,8]) la matrice dei
coefficienti e B (di cui la B={By;n=0,8}) la colonna dei termini noti. Quindi se det(A)#0, come ¢ sot-
tinteso, e come generalmente accade quando i {f.;e=1,e} sono sufficientemente diversificati e nume-
rosi rispetto a g, il Bs € costituito da un unico elemento che si esprime come il é_log essendo é‘l (di
cui la éﬁlz[Aw;ljzo,ﬁ;yzo,iﬂ) la matrice inversa di A e avendone la 51@5 {ZFo,ﬁ(AU_,,-By);IJ:O,ﬁ}.

La (9) e ’essere A B ’unico elemento B portano la min{Q(b) / beRTH=Q(A B) Questa porta
che la (5) puo essere scritta come la Q(b)=Q(A" B) Cioel’ essere la (5) ’'unica condizione che
identifica i b della (4) portano che tali b sono espressi dalla b=A -B cioe dalla {by=X,~4(Ay;By);0=0,5}.

La A=[An;;7=0,8;0=0,8], ¢ la pr1ma delle (8) per cui si ha la Ay,=A,;, portano la A'=A che, per la
/E(A A/%Z 3.1)), da luogo alla[A"']"=A"".
Introducendo la seconda delle (8) nella by=%,—4(Ay,'By), si ha la by=X,-0 4(Apy Ze=1,e(fye- 4ec)) da
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cui si deducono le

by=by(4)=Ze-1.¢(Be 4e) Bye=Zy=0.5(Any-fye) (10)
Introducendo la prima delle (10) nella (4), si ha il secondo membro della Y=X,-0 4(Zc=1,e(Bye- Ye)-
fo(X))=Ze=1,e(Zn=0.5(Bye-y(X))-4e) dalla quale si deducono le

Y=Y(4)=Ze=1 o(Ye: Ue) Ye=Zn=04(Byefo(X)) (1)
La 0Q(b)/0by=2-Ze=1.e((Zy=0.5(by-Fye)—4e)-fye) che specifica i primi due membri della (7), e la
0Q(b)/0by=0 dovuta all’essere come detto i b (di cui la 1_):5105) la soluzione del sistema {0Q(b)/
0by=0;9=0,8}, portano l1a Xe-i o((Xy=0.5(byfye)—4e)-foe)=0 che ¢ scritta come la

Serto((Yete) Fye)=0 (12)
in quanto si pone la Ye=%,-0 5(b,f,c) di cui si ha (per la (4)) la Y=P(f.)=P(f(X.)).

Riferendo la (12) a n=0, e quindi valendovi i primi due membri della fye=foe=1 il cui ultimo
membro segue dalle fre=fy(Xe) £(Xc /X) e fo(X)=1, si ha la

Ze=1,e(.Ye_l‘Ie):0 ( 1 3)
Moltiplicando la (12) per by e poi effettuandone la Zy—o4(), si ha la Xy—og(Zezi o (Ye—e)-fre)-by)=0 da
cui segue Xe— o((Ye—Ye)-Ly—o5(byfye))=0 che, introducendovi la Y=%,- 5(b,f;e), si scrive come la
Ze=l,e((Ye_qe)‘Ye):O (14)
Da: p; seconda delle (10); p; b; prima delle (8); b; £(Zp=0.5(Ans-Asy) /Zn=1,ﬁ,(Aan-Anb) / (2.3.2)); segue
Ze=t.o( ane)zzezl &(BueBre)=Ze=1.e(Zy=0.6(Any fye) Zi0.(Ans Fre) ) =Ze=t1 e (Zy=0.8(Z=0.8(AnyAnp Fye-Fpe) ) )=
Zy-09(Zp=0.8(Any Agy Ze=1.(Fpe-Fpe)))=Z=0.0(Zp=0.6(AnyAngAny) )= Zi=0.8(Any Zp=0.6(Anp A ) )=Zp=0.8(AgyOry)=Any
Introducendo la prima delle (10) nella ¥e=X%,-4(b,f;e), si hanno i primi due membri della Y=
21]:0’3(2@:1,@(813@'qe)'flje):Zezl,e(Zg:O’g(Bge'er)'qe) dalla quale SeguonO le

Ye=Ye(4)=Zem1,6(Wee He) Wee=Zn=0.5(Bye-oe) (15)
Da: seconda delle (15); seconda delle (10); Ay,=A,, dovuta a [A™']'=A"; seconda delle (10); se-
conda delle (15); segue
Wee=Z=0.5(Bre-foe)=Zy=0.0(Zn=0.8(Any Fye oe) ) =Zy=0.8(Zn=0.0(Apy fye) Fre)=Zn-0.6(Bye-foe)=Wee

Da: p; seconda delle (15); p; seconda delle (10); p; p; prima delle (8); (2.3.2); p; seconda delle
(10); seconda delle (15); segue
Ze=1,e(wzee)zze=l,e((l/ee'Wee)zzeﬂ,e(2n=0,a(ﬁne'fne)'Zh=0,ﬁ(Bhe'fbe)):Ze=l,e(zb=0,ﬁ(2n=0,ﬁ(ﬁne'Bhe'fne'fhe))):
Temt.e(Z-0(Zn-08(Zy=0.5(AnyFye) Zi—0.(Any Fre) Foe-fre) ) =Tt e Z-0.6(Zn-0.6(Zy=0.5(Zp-0.8(Any Ty Ay Fre-Foe o)) =
Z-05(FoeZi-0.5(Fre Zy=0.5(Any Zp=0.8( Aty Ze=1.e(Fpe-Fye)))))=Zn—0.8(Fre Zn-0.6(Fre Zy=0.5(Any Zi=0.5(Abs-Anp))) )=
Zi=0.9(FoeZn=0.0(Foe-Zy=0.8(Any-Ony)))=Zn=0.8(Foe-Zt=0.8(Fre-Anh) )=Z=0.8(Bre-fre)=Wee

Da: seconda delle (15); seconda delle (10); p; prima delle (8); (2.3.2); segue
Le-t,e(Wee)=Ze=1.e(Zn=0.5(Bre-Tre) )=Ze=1.e(Zn=0.5(Zy=0.5(Any Tre) Fre) )= Zn-0.8(Zy=0.8(Any Ze=1.e(fpe-fie)))=
Zi=05(Zy=0.(AnyAyn))=Zn=0.5(Dpn)=H+1

I risultati di queste ultime tre deduzioni sono riassunti dalle

Wee=Wee z:ezl,e(l,uzee):l-,Uee z‘4e=1,e(l-,L’ezﬁe):ﬁ'+‘1 (16)
Introducendo la prima delle (15) nella (13) si ha la Zeoje(Zemie( Wee) Ye)=Ze=1.6(Ye). Questa, e
I’essere ogni e, costante rispetto alle variabili ¥, consentono di ammettere la e o(Wee)=1.
Questa e la prima delle (16) portano la Xe-; o(Wee)=1. Percio si ha la

Ze=l,e(Wee):Ee=l,e(l,Uee):1 ( 1 7)
Inerentemente la (2) si chiama {X;k=1,%} un sottoinsieme di {Xc;e=1,e} che ha la maggiore



82/100 GIACOMO LORENZONI

numerosita ¥ compatibile con la {X=#X»;V {a,b}c{x=1,%}}, avendone la ¥>2 conformemente
alle anzidette e>2 e IX=Xe.

Per mezzo di questo {Xi;k=1,%} ¢ conoscibile il 1 di cui la n={n;N=1,%k=1,%} definita dalla

Mai=LAd={e /X=Kaee {e=1.e}} (18)
Per mezzo di tale n ¢ conoscibile il k di cui la k={k.;e=1,e} e che verifica la

{K=KnGiy =1, HGK=1,%} (19)
Questi 1 e k verificano le

KX N=1 Ao k=1 %} (20)
{Kie=Xe;e=1,e} (21)
{kS N i=1Ax ) k=1,%}

{Snwisn=1Ack=1%}={sc;e=1,e} (22)
{SK,T]<K=ﬁ>;ﬂ: 1 aﬁK;Kzl aﬁ} :{SK@%@;G:I ’e} (23)
Da: (19); (22); segue

D=t el =140 (1) )= =1 4 Z=1,400) (Setne:)) ) )= 2e=1,e(S1(e)) (24)
Si pone la {%={UnunM=1,%«};k=1,%} per cui si hanno le

{UXKi; k=1 %} (25)
{dcKk=18}=Y (26)
di cui la £((26) /(22)).

Si pongono la mem(Ye) e la vi=P(f(K«)). Da: questa; (20); Y=P(f(Xc)) (detta in occasione della
(12)); segue (intendendone la e {N=1,%«}), la

¥ =P(EOK)) =P(E (X)) =Yy 27)
Da: vi=P(fOK«)); (21); Ye=P(f(Xc)); segue Yiey=P(fOKx(e)))=P(f(Xc))=Y.. Da: (27); prima delle (15);
segue YKZYT]<K,1>:ZG=1,e( Whix,1ye qe)-

Le espressioni delle variabili casuali 4. m(¥) Mc by ¥ e Y. (di cui la M=m(Uy) e le (10) (11) (15))
sono sintetizzate dalla

é = é (E)EZezl’e(ke' qe) (2 8)
in quanto si intende: §={YeVoMyV/M Vb V.Y NV.Ye}, Re=Oce S€ 8=Ue, Ke=e ' s€ 5=My, Ke=Oxx(ey/Fix
se §=My, Ke=Bye se $=by, k=Y. se =Y, ¢ Re=e. se 5=Ye.

Le {Re;e=1,e} della (28) sono costanti rispetto le ¥ (cio¢ ne vale la {i(R.|4);e=1,e}), poiché si de-
terminano indipendentemente da queste come ¢ mostrato in particolare dalle precedenti espres-

sioni delle Bye We € Wee. Percio la & espressa dalla (28) ¢ una specificazione della variabile ca-
suale $ espressa dalla

8=8(4)=Ze=1,e(Ke He)=Zo=1.6(Ke(a) Ye(a)) (29)
dicuile

{ked);e=1,e} {Ke#0;a=1,8} {Kepy=0;b=1,5} {{es;a=1,a},{er;b=1,b}}={e=1,e} =1 >0 (30)
La (25) ¢ inerente la

= {0 | = {thesi=1 e =1} €
come la (1) ¢ inerente la (9.1.4), essendo percio Ty la tabella che: ha una sola colonna e ha # ri-

ghe costituite dalle altrettante caselle {4«;k=1,%} alle quali ¢ associata la proprieta Px che ha i
valori {X;k=1,%} il cui X« € una caratteristica comune agli elementi di Y; e evidenzia la forza
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re della relazione tra U e [Px.
Tale £((31),{dck=1%} /(9.1.4).2 /(9.2.3)) da luogo alla

d*(@)=d s+ se (32)
di cui le

A y=Ze=t o((Ye—Ma)*)=Zicmt s St 0/ (Ui y—Me)’))

5= Eicmt el AU =Ziemt el Eimt (I ty=Mi)*))=Ze=1 o (YeMie))”) (33)
5= Eiemt e (M=) =t sl it 0 (M= M)*))=Zemt o (M)~ M)’ (34)

seguendo gli ultimi membri di queste tre espressioni dalle rispettive (22) (23) e (24).

Conformemente alla deduzione della (32), si ha che: @’ ¢ una misura della re; é’s; e d’xse SONO
due parti di d’y rispettivamente spiegata e non dalla r.

Da: dziEZezl,e((qe—mg)z); segue

& y=Z et o((Fe—Yet YerMy) ) =Zem o((Fe—Ye) )t Zemt o((VerMu) )42 - Zemt o (Ye—Yo)-Yer(Ue—Ye)-My)
Introducendo in questa la Xe-i o((4e—Ye)-Ye(Ue—Ye) My)=Le=1 o((4e—Ye)- Yo )My Ty o Ue—Ye)=0 il
cui ultimo membro segue dalle (14) e (13), si ha la

d’y=d’\sp+Lsp (35)
di cui le @ xg=Ze1e((4e—Ye)’) € L p=Zcci ((YemMy)).

Da: b; (22); (27); (23); segue

st =Zem1 e (Fe=Ye) )=Zremt sl St 0 (nixi=Yneiy) ) =it e Zier a0 (=) ))=Zem e (Fe= i) )
Da: p; (22); (27); segue

Per=Zem1,6((YemMu)*) =it w0 (P =M) ) =Zret e (£—M)°) (36)
La (13) porta la Xe—e(Ye)=2c=1,e(¥e). Introducendo in questa le Ze-ie(Ye)=€ My € Leoio(Ye)=
e-m(Y) (di cui la Y={¥.;e=1,e}) si ha la my=m(¥).

Analogamente alla (31) si ha la Y={7u | Zvi={Ynw.nyN=1,%«};k=1%} dove 7y ¢ la tabella che: ha
una sola colonna e ha % righe costituite dalle altrettante caselle {Zy«;k=1,%} alle quali ¢ associata

la proprieta Px il cui valore X € una caratteristica comune agli elementi di Zy.; e evidenzia la
forza rp della relazione tra ¥ € [Px.

La rp, considerando anche la my=m(¥) ¢ la v,=m(Zy«) (dovuta a (27)), risulta essere misurata da
&’y analogamente a come la rp ¢ misurata da d’s. Viceversa la d’xs non ha alcuna corrispon-
denza con tale rp. Dunque, in base alla (35), @’s e d’xs» sono due parti di d*; rispettivamente
spiegata e non dalla rp.

La /Bt /XK /(2.2.39)) porta la Zies oo (o 40") =m0 (i) ) Q)" la cui
Y1) da luogo alla

dzNSE:dZNSP _dZSD (3 7)
dicui la
dZSDEZK:I ,ie(é[K (MK_YK)Z):ZK:I,E(Zﬁ:I ,ﬁ(K)((MK_YK)z))ZZe:I ,e((MK(e>_YK(e>)2) (3 8)

il cui ultimo membro segue dalla (24).

Le (32) (35) e (37) portano la

dZSE:dZSP+dZSD (39)
La (37) mostra che d’xs approssima per eccesso d’xss € che tale approssimazione ¢ tanto migliore
quanto ¢ minore &’sp. La (39) mostra che @’y approssima per difetto &’ e quindi (per I’essere le



84/100 GIACOMO LORENZONI

&’ e s misure delle e e rp) che ry approssima per difetto e, e che tali approssimazioni sono tanto
migliori quanto ¢ minore &’sp. Pertanto: d’vsz non puod essere spiegata da alcuna ry; é’s: & la massi-
ma che pud essere spiegata da una ry; csp & la parte ulteriore che potrebbe essere spiegata sostituen-
do I’attuale rp con la maggiore possibile ossia sostituendo I’attuale P(f(X)) con il migliore possibile.

10.2 Le ipotesi sul campione e le conseguenti funzioni di densita di probabilita.

Avendo 1 ¥ I’identita di e valori di una stessa grandezza 4, si chiama 9 I’universo costituito da
tutti 1 valori di ¥ che hanno almeno X« come caratteristica comune. Coerentemente con cio si ha
la {U=XKi;k=1,%}; e anche la {4=e(Ux);k=1,%} in quanto si assume come sperimentalmente no-
to che ogni Xy« ¢, conformemente alla (10.1.25), una caratteristica comune agli elementi del cor-
rispondente Y di cui la 4.cyY. Le {4=e(Ux);k=1,%} (10.1.26) ¢ la Y=e(¥) (posta in sez. 9) porta-
no la U={U;k=1,%}.

Inerentemente un Uy si ha la variabile casuale Uy di cui la I=M ("€ R(Uy)). Questa ¢ la Y=e(U)
portano che i Y, sono #« valori della stessa Uy, seguendo da cio le

{D(Uni)= (T N=1 F k=1 %} (1)
{5 ey =B M=1,Ack=1%} ()
{V2< qﬂ<K,ﬁ>>EV2<qK>;ﬁ:1 ﬁé[K;K:l :*} (3)

Si pone la {kx;K=1%}={k Jo(dy>2:x e {x=1,%}}. La fiy, definita dalla Hy={y=r(q)} la cui y=e(9)
¢ come detto vera, ¢ considerata un’ipotesi 0 € ammessa come una proposizione vera poiché ¢
stabilita tale sulla base di evidenze sperimentali. Da: Hy={{4;k=1%}=r(d;k=1,%)} (dovuta a
(10.1.26) e F={Tgk=1%}), e A(YTcr=1x [Hoxick=1k/(4.1.1)); (10.1.26); {&(44w0 /xx/
(2.4.3.4));k=1%}; segue

By =W der=18) K D)= (G );K=1,%} (4)
Da: (4); (4, {Yuaia=1,a} [xx /(2.4.3.4)) dovuta alle (10.1.30); £({Yeia;a=1,&}, {Ke(ay de@sa=1,6} /
a,b /(2.4.6.7)); segue

D= W)= Ue(sa=1,8)(Ke(ay He;a=1,&) ()
Da: (10.1.29); (5.3.6); Z(Ke(ay,Ye(ays Ye(ay /k,f(§),§ /(5.3.5)> e (kew4); (10.1.30); (10.1.22); (2);
(10.1.23); (10.1.30); segue

E(8)=(Z=1 el Kefa): Feta)))=Zam1 e 5Kty etay))=Za=1 e Ketay B Feta)))=Le=1 o Ke (o) )=

Zimt e Z=10 Kty B nges)))) =Lt el Ermt o (Kineay B(H)) ) =Zem1 oK B i) )= Za=1 el Kegay ETiea) (6)
Da: (10.1.29); WKewy Yesa=1,&) e (5.3.13); (5.3.10) e WKewy); (10.1.30); (10.1.22); (3);
(10.1.23); (10.1.30); segue IPM

VSV o alRetr Fetw)) =t oV (Ketar Ye(@) =Zamt oK et Vet =Eec ok e V()=

Tt =10 (K Vo)) =2t Eo=1 o (K sy V(i) )= oK eV (i) =

Zam1.0(K ety V' (Hicetan) } <= K ety Tetaysa=1 @) <= Dy (7
il cui ultimo membro segue dalla (5).

Si considera I’ipotesi Hey di cui la Hoa={D(U)=G(Eao,Vuo);k=1,%}. Le Hzs e (1) portano IPM
(D)= G0, V)= 1o k=1,16} € {B(He)=G(E(T(o)), V2 (Mien))se=1 8} &= Hem (8)
il cui secondo membro segue dalla (10.1.23).

Si pone la T={dX( Ul Vi k=14}. Da: b; Hoz—> {E (G /g /(6.3.17));k=1%} dovuta alle
(8) € Y= {UnwiyN=1,%c}; (4); segue

AT /X /(6.3.12)) = {0(d" o)V sty =X eso— 1= 6 = { Hagn, {1 K=1 46} b (S Ha} (9)
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Da: (5); AT, /y,g / (2.4.3.12)); segue Hy—H(@)>MHT). Questa e 1a (9) (e la {d°,x=0;Vo=1}) portano la
{(E vsy=X(@—5); E nsi=Zret A ugro/ Va0 s@ =it (i) = {1, Hoa} (10)
Si pone (con riferimento alla (10.1.29)) la Z=(5—Es)/Vs. Da: (8); (10.1.30); segue Hau—>{ A(Ye,
(ko). V (i) /6,86, /(6.2.15)yse=1 .0} = {B{Keta) Heta)= G(Keta) B Tetan) K etar V(e
a=1,a} > EKewy Ye(ay;a=1,& /g /(6.2.20)). Da: questa e (5); (10.1.29); segue

{ Dy, Haz} = {D(Zamt a(Ketay Yeiay) Y= G Zam1 @(Ketay Gea)))s V. (Zamt a(Ketay Yetay))) } €

(D(E)=G(E(5),VA(ENL (5,2 /6,2 [(6.2.13))ye> (9(2)=Z} (11)
di cui le (6) e (7).

Si considera la 8={3;i=1,3} di cui la {£(&; /5 /(10.1.29),(11));i=1,3}. Cio porta le

(E(zi 2 [(1))i=1 4} 2i=(3-E(E))V(ED EmSent o(Kie Ue) (12)

di cui si intendono le Z={%;;i=14} Zzo={2%;i=1.4}, e le cui {kic;e=1,e} sono arbitrarie a meno
della {£(Ki;e=1,e [Kee=1e /(10. 1.30));i=1,i}.

Le (12) e {fy,Hyq} portano la {(2)=Zii=14} e quindi le (% /g /(6.2.23)) e E(2q /20 /(6.3.11))
che danno luogo alle rispettive

{(0)=G(04); (=Zic1a(Zi) } (13)
{D(EH)=XE); £'=Tim(2%)} (14)
di cui la By definita dalla By={ {1y, Heu,[(Z)} =>{(13),(14)} }.

Si pongono le Auy={{Hu, Hou} >1(2)} e Ru={{Hu,Has} = {(13),(14)} }. Le By ¢ £(Au,By [Pr, Py |
(2.1.1.7)), e la ﬂE({@iﬂfgq}ﬁ(g),{(_B),(M)} /TA,TB,?/(2.1.1.6)>, portano le rispettive Ay—>By €
Ay—>{By>Ry} che danno luogo alla Ay—>Ry.

La £(z,5 /Q,Q /(2.4.6.7)) (dovuta alla seconda delle (12) e all’essere le {E(Si),V(Si);i=1,3} delle
costanti), e la terza delle (12), portano le rispettive

2y (8) B84 [y.x /(2.4.3.14),2.4.3.17)) (15)
che rendono possibile la definizione di un procedimento che (considerando anche la Hy— ()
affermata dalla (5)) consente di stabilire se la Ay ¢ vera o falsa.

Questo procedimento che, in base alla Ay—Ry, mira a accertare la Ay allo scopo di validare la
Ry, puo essere sostituito dal seguente che ha lo stesso scopo e lo comprende come caso partico-
lare essendo generalmente piu efficace.

Si chiama {ig;d=1,d4} una suddivisione del {i=1,#} definita dalla ie={igj;j=1.34}, € si pongono le
Sa={Siapii=lde) Ze{Ziapi=ldal Zoa={Z api=14a) per cui si ha la £(Za,54/2,5 /(15)) che
porta la T(Za)>[(Za). Dalle (=Xi-1(2i) e £°=Zi-1(Zi’) (presenti nelle (13) e (14)) seguono le

(=Zd-14(La) C=Zi=1ia(Zicd,) (16)
£'=Ta-14( &%) & =Zic i Zia) (17)
di cui si ottengono, rispettivamente per mezzo delle £({4,%4 /c, Z J13)) e &(E%, Zod /e, Zq f14)), le

{9(La)=G(0.3a);d=1,8} «Cy (18)
{D(E%0)=K(Ga);d=1,8} < Cy (19)

di cui la Cy={y, Ham, {{(Sa);d=1,8} } dove & posto [{54) invece di [{Z4) come consente la [(Za)y<>[(5a).
Si pongono le {={a;d=1,8} e Lo={&;d=1,}. La £(Z /s /(5.3.6),(5.3.13)) porta le
E(Z(O)=Za=14(E(La) (D= {VHZ(D)=Ea14(V(Ca))} (20)

La prima delle (16) e IPM (18), e la prima delle (17) e 1PM (19), portano rispettivamente le £((, / 24,9 /
(6.2.20)) e £(£%,Eq [Zx@:X0 /(6.3.12)). Cid ¢ le (20) portano le {Cull(0)}=(13) {Cu(Ey}=>(14).
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Le Ca=Zi-14a0)(Ziwa) € zi=(8i—E(81))/V(3i) (presenti nelle (16) e (12)) portano la {¢=r¢+Kq di cui
le 2a=Zjm1 ja)(Siag/ V(8i))) Ka=—Zi=1ya (B Sia )/ V(8i))- Si pongono le a={ag;d=1,d} K={Ka;d=
1,4} e o={ogd=1,d} di cui la 0=Ziij0(Siep); Da: £(o,n /LI [(2.43.9)); &K [Een/
(2.4.3.10)) e {(Kana)id=1.did=1,8}; £(Z,E0 /L.Lo /(2.4.3.8)); segue 1PM

{2 lR)=2KD=2KE0) «HeaeC (1)
il cui secondo membro segue da 91PM (21) t € E(Hea,1PM (21) /?A,TB /(2.1.1.7)).

Le Cy—>{(0)>1(2)} (dovuta a (21)) e A(Ce, (), 2) [Pa, PP [(2.1.1.2)) portano la {Cyi(o)}—
(7). Da: questa e B({C (N} L) /PaPs [(2.1.1.3)); {Cul()}(13); segue {Cul(o)e>
{C4, (o), 1)} =(13). Questa deduzione vale anche se si sostituiscono i () e (13) con i rispetti-
vi [(Eq) e (14), e percid si ha la {Cy,{0)}={(13),(14)}. Questa ¢ ’averne la E({Hy,Hgs},
({l(8a):d=1,d}.5(0)}, {(13),(14)} /Ps,Ps, P [(2.1.1.6)) portano la

{0 Hor} > { ([(Eaid=1 41 o)} >R (22)
La c¢=Zi-15a)(8iwjy) e l'ultima delle (12) portano, intendendo la Kqe=%i-1 ya)(Kidjye), la ce=
Ye=16(Kdee). Questa e I'ultima delle (12) portano le rispettive £(c,4 /X,g (2.4.3.14),(2.4.3.17))
e {504 /y,x [(24.3.14),2.43.17));d=1,6}.

Queste e la (22) portano che lo scopo di validare la Ry ¢ perseguibile con il seguente procedi-
mento che mira a stabilire la {fy,Hea} > {{I(34);d=1,8},[(0)}.

Si sceglie un naturale ¥ sufficientemente grande, si pone k=0, e si intraprende (sottintendendo
che le [{(w) e {:R(ye)=T";e=1,e} sono certe in quanto sono tali le rispettive {H4,(5)} e {Hes,(8)})
I’esecuzione dei seguenti passi:

1) Si incrementa k di un’unita, e se k>¥r I’esecuzione termina con un insuccesso.

2) Si sceglie arbitrariamente (ovvero casualmente) un {iq;d=1,é}.

3) si intraprende, per ogni de {d=1,4}, I’esecuzione successiva del passo 3.1.

3.1) siusa la £(54,4 /X,z /(2.4.3.14),(2.4.3.17)) per stabilire la (34) 0 la —i(4), e se viene stabi-
lita la —[i(34) si torna al passo 1.

4) si usa la £(c,4 /X,g /(2.4.3.14),(2.4.3.17)) per stabilire la [{o) o la —(o), e se viene stabilita
la (o) si torna al passo 1.

5) la {Hy, Heu} > {{I(5a);d=1,d},[{0)} ¢ stabilita certa e I’esecuzione termina.

Si pone la 0=Xi-i i(8i)=2e-1e(Ke'Ue) con Ke=Xi-; i(Kic) € il cui ultimo membro segue dall’ultima
delle (12). Da: Hos € A({8,0},{2°,6} /0,60 /1)) 2({2,€7},12,87} B /(2.4.3.6)); segue 1PM
(1(5,0) (22 ez, £ « Hes. Questa e la B(He (5,002, 8% [Pa,Po,P [(2.1.1.2)) portano
la {Hz4,1(3,0)} =0(2,%). 11 secondo membro di questa, I’ultimo membro della (11), e la (14), por-
tano la &(z,5° 4 ZZ_,XZ,V (6.4.1),(6.4.3)). Cio ¢ il sottintendere (come nel seguito) la Ry vera portano la
{o(0)=T);1=2/(5°/4)""} (23)
di cui la {Hy,Hem (3,00} —(23). Questa e la & {Hy, Hez} (5,0),(23) /Pa,Po,? /(2.1.1.6)) portano
la {{$y,Heu} =>1(3,0)} >R,y di cui la Rry={{{y, Hau} —(23)} € la cui {Hy,Heu} —>1(5,0) & accer-
tabile per mezzo della £({3,0},4 /Xg / (2.4.3.14),(2.4.3.17)). Nel seguito la R,y € sottintesa vera.
Si pongono le (&% /€74 /(14)) B(En.b0 /€24 [(14)) € A({ £ £}, {on00} /E0,0 /21)). Que-
ste portano: sia la {f(ox,0p) =1 &%\, £ 70y} <= Heu da cui segue (per la A(Hes, | Oon, o), 1(E N, Ep)
P, Po,? [(2.1.1.2))) la {Hou, K ow,00)} =T 2, £, sia (per il sottintendere la Ry) la {Hy, Hea} >
{D(E°\ )=XGn),0( £ 7p)=X(n)}. T secondi membri di queste portano la (& x,i, & .o /XzN,vN,XZD,vD /
(6.4.4),(6.4.5)), e percio si ha la

{(@)=Flintn); ®=( & *W/i)/(§/in)} (24)
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di cui la {Hy,Hem(on,0n)t—(24). Questa e la & {fHy,Hex},On,000,(24) [Pa, Ps,? [(2.1.1.6))
portano la {{fHy, Heu} —={on,0p)} >Rey di cui la Rey={{{Hy, Heu} —>(24)} € la cui {Hy,Heu}—>
[{on,op) € accertabile per mezzo della E({ON,GD},‘_I7X,§ /(2.4.3.14),(2.4.3.17)}. Nel seguito la
Ry € sottintesa vera.

Pertanto in definitiva il sottintendere le Ry Ry € Rey (in quanto accertate come detto) porta la
{Ia,Haa} = 1{(13),(14),(23),(24)} (25)
La (14) ha le seguenti due specificazioni notevoli.

Si pone la Ssp=%x""-(¥x—My). Da: questa; (10.1.27); (10.1.28); segue

Ssoe=Hx (L My)=#(Yigrey—My)=Ze=1 o(Rspce* ) (26)
di cui la Repxe=#x""-(Wnpe—e ') € che mostra la A(Sspik=1,% / s / (14),(25)) che da luogo alla
{9( §2SP>EX<¥>; E2SPEZK=1,ﬁ((ESPK_E7<§SPK>)2/v2<éSPK>)}t {5y, Hau} 27)

di cui la E<IPM (27) / (14)> ele E<§SPK>:Ee:1,e(RSPKe'Ec<qK(€>>) @gj{VZ<§SPK>:2e=1,e(KZSPKe'V2<qK(e>>)}
dovute a £(Ssw /5 /(6).(7)).

Si pone la Sspe=#¢"-(Mc—¥x). Da: questa; (10.1.27); (10.1.28); segue

Sspk :ﬁKO.S '(MK_YK):#KO.S . (MK_Yn(K,ﬂ)):Ze:l ,e(RSDKe' qe) (28)
di cui la Rspxe=Oxx(e)/Fx —Fx - Wniipe € che mostra la A(Sspxk=1% / S / (14),(25)) che da luogo alla
{®< §25D>Ex<ﬁ>; §ZSDEZK:1,g((ésm—Ee(§SDK>)2/V2<§SDK>)}ﬁ {@g,}[gq} (29)

di cui la £(1PM (29) /(14)) e le E(Sspr)=Seot.e(Rsore E(Uie))) By IV Esp)=Zemt e(K2spe VA (Uicer)) }
dovute a E(&sox /3 /(6),(7)).

Da: (13); seconda delle (12); ultima delle (12); segue

(=Zi=14(21)=2Zi=1.i((51=B51)/ V(i) ) =Ze=1.e(Ae Ue)—B= {—B (30)
di cui le Ac=Xic i(Kie/ Vsiiy) B=Zi=1#(Baiy/ Vi) (=Ze=1,e(AcYe).

Da: (=X (A Ye), in quanto porta la £({ / s /(6)); A=Xio1 i(Kie/ Vs(iy); terza delle (12), in quanto
porta la (i /5 /(6)); segue B( )=t o(AerE( o)) =Zict i Semt o(Kie E( i)/ V) =Zict i (S Ve)=8.
Da: (14); seconda delle (12); p; ultima delle (12); segue

£ =Y i(ZD)=Zics(Bi—Bay) Vi) )=Zict i 37V a0y )=2-Zic1 (31 By Vs )+C7=

Tt e(Zemt e(Ecer o Ue) )—Ze-1 o De Ye)+C’ (31
di cui le Eee=Zic1 i(Kie-Kie/ Vi) De=2-Zict i(Kie B/ Vsgiy) C=Zic1 s B2/ V(i)

La E(Sem o(Semt e(Eee Uerte)), 4 [a(x),x /(2.4.7.6)) porta la

et o Zemt e Eeer Ter Ue) )=Eae- Yo +Fo(4%)- Uo+Gq (U%) (32)
di cui le ge {e=1,e} Fo(4%)=Ze=1,e;e0((EcetEee) o) Ge(U¥)=Ze1,ei00(Ze=1,es072(Ecer Her He)).
Introducendo nella (31) la (32) ¢ 1a Ze—i e(Der Ye)=2e=1,6((1—O¢e)-De Ye)+Dg- Ue, si ha la

£ '=Eqq- o™ +Mg(Y?)- Yp+Ne(4?) (33)
di cui le Me(49)=Fe(4%)—De Ne(49)=6e(4)+Ze=1,6((Sge—1)-De e )+C’.

10.3 L’equazione di regressione, le altre ipotesi relative essa e il campione, i tests statistici.

Si sottintende che per ogni X, inteso come una particolare a-pla di valori delle {Pxmy;n=1,&} (di cui in
sez. 10.1) alla quale ¢ riferibile la (10.1.4), esiste un universo ¥ costituito da tutti i valori di ¥ (essendo
y la grandezza di cui 1 4 ne sono € valori) che hanno come caratteristica comune almeno il detto X.

Di conseguenza una coppia {¥,X} ¢ il generico elemento della P<>X che generalizza la {U<=>Xx;
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k=1,%} (detta in sez. 10.2) giacché ne vale la
DX D{Uk K K=1 %} (1)
La 9<X porta che, nell’universo 94 costituito come 1’insieme di ogni P, esiste una relazione tra

la ¥ e le & grandezze X, che ¢ chiamata regressione della variabile v nelle variabili X e ¢ espri-
mibile dall’omonima equazione

EO)=L(H(X))=Zn=08(5n Ty(X)) (2)
di cui le P=M(PeR(P)) e fo(X)=1, i cui b (di cui la b={by;n=0,%}) sono +1 coefficienti costanti,
e di cui si pone la f(X)={fy(X);n=1,8}. La (2) ¢ chiamata anche modello di regressione.

Lo scopo della trattazione della (10.1.4) ¢ quello di ottenere informazioni sull’equazione di re-
gressione e su 9.

Le (2) e (1) portano (avendone la W,=M ("€ R(Uy)) detta in sez. 10.2) la

(i) =P (K x))=Zn=0.8(y T (X)) 3)
La by(4) (espressa dalla prima delle (10.1.10)) e la i{fy(X),) portano la i{fy(X){by). Da: (10.1.4);
(10.1.4); (5.3.6); i{f)(X)iby) € (5.3.5); segue

EQY)=E(P((X)))=E(Z=0.8(by -y (X)))=Zp=0,6(Eby-Fy(X)))=Zp=0.5(E(b)-fy(X)) 4)
Da: (10.1.27); (4); segue
E(¥0)=EP(f(XKx)))=Zy=0,6(Eby)-Fy Ki)) (5)

Da: (10.1.27); 1 membri primo e settimo della (10.2.6) riferita (conformemente alle (10.1.29)
(10.1.28) e (10.1.18)) alla 3=¥runy; B(Te)=2sm1 (O E(Ti)) 5 hioe=Zsp=1 00 (Whmien); Segue

B0 =By =5 Y xeip)— B D)= St e E(Ti) - gt o) (W) )= BT )=

Tyt B(0) (Zij=1 00 (Wnttimtiea)—Onrc) J=Ze=t e B (b= Orcc)) (6)
Da: k=100 (Wrtemeen); (10.1.22); £ fe /(10.1.17)) dovuta a (10.1.18); segue

Tyt ael(bci) =Tt (ot 0 (W) =Ze=t.e Wixipe)=1 (7)
Da: b; (7); segue

Zkil,*(K"(I(KK_6KK))=K"(Zktl,ié(l(l(k')_ 1 ):O (8)

Da: (10.1.27); 1 membri primo e settimo di 1PM (10.2.7) riferita (conformemente alle (10.1.29)
(10.1.28) e (10.1.18)) alla $=V(«n); V()= e (O V(L)) KZKKEZW':lﬁ(,()(qun(&f])n(x,n')); segue IPM

(V)= VX E)=VH Fntaery) =V ()=t ae S oW ncimteany V(i) )=V ()=

et (VT (St oo (W neimtedy)—Oi) = Zemt e V() (I ioe—Or) ) } = Mg )
Da: K= -1 400(Wnieme); (10.1.22); seconda delle (10.1.16); segue
et (I} =Zmt e St (W ntetimedin)) = Ze=t e W nix o) =Wt imied (10)

Si considerano le ipotesi Hio € Hwo definite dalle Huo={lby=0;0=1,8} € Hwo={E(Ux)=0bo;k=1%}.
Da: (2); (1) (e conformemente alla (3)); segue

Fho—> {E(D)=T50; V9 } > Hrso (11)
Le (10.2.6) e Fxo portano IPM
{E(8)=b0Ze=1.e(Ke) } &= Hio (12)

La proponibilita delle Hio e Hso come due ipotesi, che peraltro ¢ intuitiva per le loro stesse e-
spressioni, ¢ basata sull’impossibilita di stabilirne la verita o la falsita. L’impossibilita di accer-
tare alcuna delle -3940 € —Hwo € coerente con il fallimento del seguente tentativo. Da: &£(¥. /
s /(12)) (conforme alle (10.1.28) e (10.1.29)) e (10.1.17); (10.1.22); (10.1.27); Hio € (6); segue
Hiso=> {E(Ye)=Too;e=1,8} = {E(¥nwn)=loN=1,%ck=1 %} © {E(v)=lo;k=1 %} = /A la cui /o & vera
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come conseguenza delle /2o={Z1 x50 (ku—0xx))=0} € A (I /K /(8)). Questa certezza della /4o
impedisce di ammettere la —/40 e quindi impedisce anche di usare le Hio— /0 € E(J—[go,@o/
P, Ps / (2.1.1.1)) per stabilire la —F40. Questa impossibilita di stabilire la —#o rende impossibi-
le anche lo stabilire la =0 per mezzo delle (11) e £(Hio, Hwo / Pa, Py / (2.1.1.1)).

Da: Hoo € (SsmoRsree/5.Ke /(12)) (dovuta a (10.2.26)); Rspee=t > (Wriepe—e ); b; (10.1.17); segue 1PM
{E(&sp)=100" =1 e(Rsrre) =I0% "~ Ze=t,e( Wniipe—€  )=B0% " (Ze=t,e( Wniipe)—1)=0} = Hino (13)
Da: Ho € E{(Sspcksore /3,Ke /(12)) (dovuta a (10.2.28)); Kspre =0rie/ B~ Wiie; b; (10.1.17);
segue IPM

{B(&s0)=D0Ze-1 e(Rspre) =150 em1.o(Suecier A"~ Wniie) = Do (1 =Ze=1.e( Wriwipe) ) =0} <= Hio (14)
Si considerano le ipotesi # ¢ i definite dalle FH={f(X)=(X)} e H={E(by)=loy;n=0,8}. Da: (3);
FHi; (10.1.21) e foe=Fi(Xe); segue 1PM {E>ql<<e>>zze7=0,@(bn'fﬂ(XM@)):ZeFO@(bU'fﬂ(XK<e>)):ZU=0,$(by'fye)}t
7. Da: £(by /5 /(10.1.28)) e (5 /3 /(10.2.6)); #i € Hi—> {E(Tie))=Spm05(5yTpe) }; seconda delle
(10.1.10); prima delle (10.1.8); Xj-05(Ags-Asy)=0p, (conforme alla (2.3.2)); segue IPM {E(by)=
Ze=1.e(B(x(e)) Bre)=Zy=05(0yZe=1.e(fpe Bue) ) =Z=0.6(5y Zmo.5(Anp: Ze=1.e(Fre-Fre)))=Zy=0.6(5 Zn-0.5(Agh-Apy) )=

Y0,4(19y-Ony)=l6y } <= che porta la Hz—> .

Si considera I’ipotesi 7 definita dalla 3= {E(Y)=E(P);E(V)=D(f(X));¥=P(f(X));VX}. Da: (4); 7
e 5; (2); segue IPM {E(Y)=Zy-0a(Eby) o (X))=Ey-08(y 1(X))=E(E) = {#6,76.} che mostra la
{94,940} > FHp.

Le (2) e (4) portano la

T > {Zn=0.5(0y Ty (X)) =Zp=0.5(ECbn)-fy(X)); VX } (15)
che induce ad ammettere la Ho— {He, 5 }. Da: questa e {Hz,He } > IHo; He—>He; segue

Ho > { H5,H } <> Hi (16)

Si considera I’ipotesi FHy definita dalla Fy={E(¥x)=E("x);k=1%}. Da: (16); {E£(K« /)_( / (15));x=1,%};
(3) e (5); segue

FHi 23 = {Z-0.8(5y Ty Ki) )=Zn=0.5(Ebr) Fy OK) ) k=1 86} < FHr (17)
Si chiama 3 un dominio rettangolare che ha misura minima compatibilmente con la {X;k=1%}c
IR La (17) mostra che, a fronte della #s— Hi, non esiste alcun P(3| Hu), poiché il suo ter-
zo membro puo rendere la #p (e quindi la #f) tanto piu credibile quanto piu % ¢ grande rispetto
alla misura di 3 e quanto piu i {>;k=1,%} sono equispaziati, ma non pud mai consentire di con-
siderarla come una proposizione vera.

La proponibilita delle 4 e #u come due ipotesi ¢ basata sull’impossibilita di stabilirne la verita
o la falsita. L’impossibilita di accertare alcuna delle —#s e —7{g ¢ coerente con il fallimento del
seguente tentativo.

La (6) porta la Hu<> /1 di cui le /a={A-E=0x} A=[Axck=15k=1%] Ax=ho—O E={E(Ux);k=1 %},
essendo il A-E=0« un sistema lineare omogeneo di ¥ equazioni nelle altrettante incognite € ¢ la
cui matrice dei coefficienti € la A.

Da: Ax=hki—0ui; P; Le=1 x(Oxc'Oxe)=0xx; (7); segue

ZC=1,ié;C?fK(_AKC):EC=1,ié(( 1 _6KC) . (61(0_'(1(0)):20:1,§(6KC)_2C=1,§€(I(KC)_ZC=1 ,&(6KC'6KC)+ZC=1,16(6KC' I(Kc):
1_ZK=1,ie(I(KK)_6KK+I(KK:|(KK_6KK:ARK (1 8)
La det(A)=0 vale se una colonna (o riga) di A ¢ ottenibile come una combinazione lineare di al-

tre sue colonne (o righe). Percio la (18) afferma la det(a)=0, poiché mostra che la x—esima co-
lonna di A ¢ ottenibile come una combinazione lineare delle restanti colonne della stessa A.
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Un sistema lineare omogeneo di tante equazioni in altrettante incognite e che ha A come matrice
dei coefficienti, ammette: in ogni caso la soluzione nulla (¢ chiamata la soluzione nulla di un si-
stema di equazioni quella costituita da tutti valori nulli), la sola soluzione nulla se ¢ det(A)#0, e
un’infinita di soluzioni arbitrarie se ¢ det(A)=0.

Dunque il A-E=0« ammette un’infinita di soluzioni arbitrarie poiché ¢ det(4)=0. Tale infinita di
soluzioni impedisce di ammettere la — /2 e quindi impedisce, per la <> /2, anche di stabilire

la —#y. Questa impossibilita di stabilire la —7y rende impossibile anche lo stabilire la =4 per
mezzo delle (17) e (3, Ha [Pa, Py [(2.1.1.1)).

La E(@;[/éﬁzg /(2.3.4)) porta, intendendo che i {vy;n=1,%} e {um;m=1,%} sono due permuta-
zioni dei {k=1,%} che verificano la det{(A,m)vmy;m=1,9(A);n=1,94)#0, la

{EHvm);n=1,8} =[ A pm)vy;m=1,54;0=1,94] " {~Zn=sicayr1.«lApm)viny By );m=1,9} (19)
di cui la fla<x (che segue dalla deta=0) e la Hy> Z16(19).

Introducendo nella (19) dei valori arbitrari dei {E("vm));n=Aa+1,%} ¢ possibile calcolare i corri-
spondenti valori dei {E(Uvn));n=1,44}, essendo una tale ¥—pla di valori un elemento dell’insieme
costituito dall’infinita di soluzioni arbitrarie ammesse dal A°E=0x.

Da: (10.2.28); (5.3.5) e (5.3.6); M4 /Ma,s /(5.3.7)) € (10.2.2); Fiz; segue IPM

{E(Ss00)=E(Hx - (e i0))= #x-(B(M)—E(¥i0) = - (BT 5 ) )=0} &= His (20)
Analogamente alla 7fs, ¢ possibile considerare ’ipotesi #; definita dalla Hy={V*(¥)=V"(U);
k=1,%}. Le (9) e Hy, portano la 3,<>/ di cui le /={4 =0} A=] Axk=1%:Kk=1%] A=K 1—Oxx
e={VXu);k=1,%}, essendo 4 £=0x un sistema lineare omogeneo di ¥ equazioni nelle altrettante
incognite £ e la cui matrice dei coefficienti ¢ la 4. La det(4)#0 e le anzidette proprieta dei si-
stemi lineari omogenei portano che il sistema 4-£=0« ammette la sola soluzione espressa dalla
£=0« che, in quanto ¢ evidentemente inaccettabile e per la /2, E=04 / Pa,Ps / (2.1.1.1)), da luo-
go alla =/, e quindi, per la #, <>/, alla —#,. Tale dedursi la —3£ dalla det(4)#0 e ’essere
questa (con riferimento alla (10)) generalmente valida portano che, quando vale la £y, general-
mente vale anche la — %, per cui la # non ¢ proponibile come un’ipotesi.

Si considera I’ipotesi Hp definita dalla Ho={V*(€,)=V"(up);V {a,b} c{x=1,%}} per cui le {V uw);
k=1,%} hanno tutte un medesimo valore incognito, e avendone quindi la Hop <> {Vau=V"(Ux);k=1,%}
con ke {k=1%} e Vg incognita.

Le 1 (10.2.7) ¢ 4 portano IPM

{(VA(E)=V () et oK) } &= (B, Ho ) 21)
La Hy porta che 1PM (10.2.10) puo essere scritto come IPM
{08 nse)=X(@—#); § nse=dnse/ V() } € (B Hog, Ho } (22)

la cui d’xse ha ’espressione (10.1.33).

Da: (10.2.26) (in quanto porta le £(SspeRspee /5.Ke /21)) € Rspee=tt > (Wniepe—e ), By € Ho; b
(10.1.17) e seconda delle (10.1.16); segue IPM
{V2<§SPK>:V2<%>'*éhc'ze=l,e(wznﬁaﬁ)e"‘e_z—z'Wn(Kﬂ)e'e_]):

V) e (Cemt o(Wrniipe )+ Zemt o€ )27 et o Whwipe)) =V ) B (Wnwipmai—e )} {Da,Ho}  (23)
Da: (10.1.23); ka=Zj=1 400 (Wnieameesn); segue Ze=1,e(5m<<e>'Wn<1<,ﬁ>e)=2x=1,§;6KK-Z;7=1,#<x>(wn<x,ﬁ>,n<x,ﬁ>))=
Yot (O )=hi. Da: (10.2.28) (in quanto porta le £(Sspx,Rspre / 3,ke /(21)) € Rspre =Oxx(e)/Fc —
e Wacive), Py € FHo; Py Temr o Oxey) =% (dovuta a (10.1.24)), seconda delle (10.1.16), e
Ye=1,e(Ox(e) Wnix,ipe)=hii; segue IPM
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{Y2<§SDK>=V2<EHZK>'Ee=1,e(52m<<e>/¥rx+%§'W2n<x,ﬁ>e—2-5m<e>-Wn<x,ﬁ>e)=
V(W) (Ze=1,6(O kcte)) At R Le=1.e( W nixcive) =2 Ze=1,e( Ocxe) Wixie) )=

V() (1 Wnaimai—2 ko) <= (B, Ho ) (24)
Si pone la Hygro={Hy, Ham, Hwo, Ho } . Le (10.2.27) (10.2.26) (13) e (23) portano la
{D(E7sr)=X(#); & sr=d"sp/ V(i) } &= Hosoo (25)

dl Cul le dZSPEZKzl,*((Yx_mg)z/éx)zzlq:l,*(ﬁl('(Yx_mg)z'(%[('éx)_l) (& éKEwn<K,ﬁ>,n<K,ﬁ>_e_l- QueSta c-
spressione di d’sp, 1a E{(#%cCx) i (Yx—My)’ / An,Bn /| (2.4.7.7)), e 1a (10.1.36), portano la

MiN{(#e-Ce) ' sk=1 %)L op<d’s<max((keCo) ' sk=1,5)- s (26)
Si pone la Hygro={y, Heu, H1,Hp} . Le (10.2.29) (10.2.28) (14) (20) e (24) portano la
{D( & so)=X(); § so=ds0/ V(T } &= { HugimoV-Hugro ) (27)

dii cui le dsp=Ee o (M1 /)=t w(ie () (-C) ) € S + Wi —2 ke ).
Questa espressione di d’sp, 12 £((#c-Cx) ' He (M—Yi)’ } 0, Ba /(2.4.7.7)), € 1a (10.1.38), portano la
MIN((#eCo) ' sk=1,5) @ sp<d sp<max{(@#c-C) sk=1,%)-sp (28)
Si considerano le &% e & definite dalle &pp={E’sp-V.E’sp} Epo={E pV.E%sp} {Epp=E"sp;
VEm=E"w) {E=8"s;VE =8 sp}. E sottinteso che, per mezzo di criteri quali quelli di sez.
2.4.3, ¢ validata la

{TCE e, € nse), T(E sp, E2nse) I E 2o, E Anset &)} 4= { o, Higm} (29)
Le (22) (25) e (27) portano la Huemo—>&(E s, Ep /X0 /(6.3.12)). Questa e la (29) portano la
Hugro=> {D(E nset+ Epp)=X(@+%—%)}. Questa e le (25) (27) e (29) portano la Huygo—
E(E o, E st Eovp,@+8—# X,V on,Vo /(6.4.4),(6.4.5)). Percid si hanno le
{D(@spsp)=F(x,&+8—K):Bspsp=Bspsp( )=k -(€+x—K)-d’so(D)/(nse(D)+ds0(4))} &= Hugro  (30)
{D(Bspsr)=F(%,@+&—5); Bspsr=spsp(1)=k -(&-+x—K)-d’so(D/( @ xse(D+d (D))} = Huawo  (31)
Le (22) (27) e (29) portano la Huero—>E(E 5ok, E nses@—# /X vas ooV /(6.4.4),(6.4.5)) che da
luogo alla

{D(@spnse)=F(#,&—5); Bsonse=Bsonse(4 )=k (&%) d’sp(7)/A’xse() } < Hugro (32)
La £((10.1.32),dse, stk /(9.2.2),dxseb, @ sebsNeb /(9.2.14),(9.2.15)) porta la
{9( X/ZNSE>EX<@—¥€>; X}NSEEdzNSE/VZY;@< Qésr:)EX(ﬁ—l ) QéSEEdZSE/VZY} —Hey (33)

le cui d’xse e &’ sono espresse dalle (10.1.33) e (10.1.34).

La (1%, nse) (di cui ¢ sottinteso che la Hgy = 1D, ©nse) € validata per mezzo delle (9.2.11) e
(4.1.1), e di criteri quali quelli di sez. 2.4.3) e IPM (33) portano la &(Fs8—1, Konse,€—¥ /XZN,VN,XZD,VD /
(6.4.4),(6.4.5)). Percio si ha la

{D(®spnse)=T(—1,8—5);Psense=Bsense( ¥ )=(€—¥)-(x—1 )_1 'dZSE(i)/dzNSE(E)}ﬁ%GE (34)
Da: (34) e &(Hau,IPM (34) [Pa,Ps /(2.1.1.1)); (9.2.11); segue
Hau=1{Heu | 1PM (34)} 0 {u=r;7=r () | 1PM (34)} (35)

Questa mostra sia la £(Hgy [Has /(7.1.5)> sia che la gy ¢ determinata in quanto IPM (34) ne
rende note le D(@sense)(X) € ®sense(¥). Percio la Hgy puod essere 1’ipotesi nulla di un test statistico
T{Hou,®sense,Rsense) intendendone 1a Rsense=[@sense,0)=$®' che nel perseguire la (7)) & resa
conveniente dalle peculiarita della F(x—1,&—%)(x).

Da: le definizioni delle Hay Hucmo Hy Hau Hiso € FHo; B{Hau, { By =100,V =V"(T)} / Pa, Py / (2.1.1.7))
e il potere considerare la {Ey=150,Vy=V"(1)} sempre vera (giacché non ¢ stato posto alcun vin-
colo che potrebbe contraddirla); segue
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Huo> { Hay | BO=B0; V1) =V ()} 0 (36)
che consente di intendere il T{Hgy,®sense,Rsense) come il T{Hygpo, Bsense,Rsensk).

Si pone la Hygwo={ My, Hou,Hwo,Ho}. La (11) porta la Hygeo—> Hugoo. Questa e la £(Hygwo, Hugso /
P, Py /(2.1.1.1)) portano la = Hygep—=>—Hugso da cui segue la f{Hyguo)—>T(Hugwoy che mostra la
ragione per cui nel perseguire la f(FHygp) come finalita del T(Hygwo,Psense,Rsense) € perseguita
come tale anche la f{FHyguv).

Se I’esecuzione del T{Huygno,Psense,Rsense) produce 1’evento f(Hygnp) essendo stato scelto un gran-
de senst (€ percio un piccolo livello di significativita Josense) o Fi&—1,6—%)(x)-dx)), cio (in base al-
la ®sense(W) espressa dalla (34)) accade insieme a un grande &’sx(¥)/d’xse(¥), € quindi (essendo
y=e(m)) viene accreditata I’ipotesi (del tipo (4.2.15)) che il limy_a(se(¥)/dxse(4)) € grande e per-
cio, conformemente all’essere (come detto in sez. 10.1) le sz e d’xse due parti di d’y rispettiva-
mente spiegata e non dalla rz, che ¢ grande il limy_s(re) misurato dal limg_u(cse(9)).

Il T{Huygwo,®sense,Rsense) puo essere particolarmente utile nella fase iniziale dell’analisi di un dato
4, poiché il conseguimento per mezzo della sua esecuzione di un f(Hygsv) (che induca come det-
to a ritenere grande il limy—z(rs)), da motivo di proseguire 1’analisi di un tale ¥ allo scopo di ot-
tenere ulteriori informazioni sull’inerente relazione.

Da: (30) e £(Hugwo,PM (30) /Pa,Ps /(2.1.1.1)); (36) € (9.2.11); segue Huemv={ Huawo | PM (30)}<>
{u=r;r=r(Y) | IPM (30)}. Questa porta, analogamente a come la (35) ha portato il T(Hgy,Psens,
Rsense), un T{Huygso,Pspsp,Rsesp) di cui la BSPSDE[(PSPSD,OO)Cgl.

Il T(Huygwo,Pspsp,Rspsp) puod consentire gli stessi esiti del T(Hygwo,Psense,Rsense), con la differenza
che il primo puo accreditare un’ipotesi diversa dall’anzidetta accreditabile dal secondo. Infatti se
I’esecuzione del T{Hyguo,Pspsp,Rsesp) produce 1’evento f{Hygp) essendo stato scelto un grande
Psesp, €i0 (in base alle (30) (26) (28) e alla d’xgp=d’xse+c’sp dovuta a (10.1.37)) accade insieme a
un grande &’gp(¥)/d’xs(¥), e quindi viene accreditata I’ipotesi (del tipo (4.2.15)) che il
limy_s (s(9)/d*xsi(¥)) ¢ grande e percio, conformemente all’essere (come detto in sez. 10.1) le
&’s e d’ns due parti di d’y rispettivamente spiegata e non dalla r, che & grande il limy_u(ry) misu-
rato dal limy_(c’s(9)), seguendo in definitiva da cio accreditata ’opinione che I’attuale P(f(X))
¢ una buona approssimazione del P(f(X)).

Analogamente a come la (30) ha portato il T{Huygin,Pspsn,Rsesny, 1a (31) porta un T{Hygso,Pspse,Rspsp)
dicuila BSDSPE[(I)SDSP,OO)CEI-

Il T(Hugro,Pspsp,Rspsp) pud consentire gli stessi esiti del T(Huygwo,Psense,Rsense), con la differenza
che il primo puo accreditare un’ipotesi diversa dall’anzidetta accreditabile dal secondo. Infatti se
I’esecuzione del T(Huygwo,Pspse,Rspsp) produce 1’evento f{Hygso) essendo stato scelto un grande
Pspse, Ci0 (in base alle (31) (26) e (28)) accade insieme a un grande & sp(9)/(Anse( )+ (), €
quindi viene accreditata ’ipotesi (del tipo (4.2.15)) che il limy_u(sp(D)/(Ense(D)+ () &
grande e percio, conformemente alle identita di &’sp d’vse € & (dette in sez. 10.1), che & piccolo
il limy_5(ry) misurato dal limy_,a(e’s(%)), e in definitiva che 1’attuale P(f(X)) deve essere sostitui-
to giacché non ¢ una buona approssimazione del P(f(X)).

Si pone la Hugro={Du, Hez, 3,3} La (17) porta la Hugro—>Hugro. Questa e la E(%Gm}@@v/
P, Py / (2.1.1.1)) portano la = Hygro—>—FHugro da cui segue la F(Hygro)—>F(Hugen). Da: la suddetta
Hio—> {E(¥)=Dbo;k=1,%}, € la E(Hxpo, {E(¥x)=lbo;k=1,%} / P, Ps / (2.1.1.3)); segue Hpo—>{ Hoo/\
{E(¥)=Dbo;k=1,%} } >Hy che porta la Hygo—o>Hugn. Questa e la E{(Huygv,Hugro / TA,ZPB/
(2.1.1.1)) portano la —Hygro—=>—Hugwo da cui segue la f(Hygeo)—>F(FHugro). Pertanto si ha la
F{(Hugro)— F(Hisaro),F( Hageo) .
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Analogamente a come la (34) ha portato il T(Hgy,Psense,Rsense), 12 (32) da luogo a un T{Hygrv,
®spnse,Rsonse) di cutl la ESDNSEE[(PSDNSE,OO)Cgl- La f(.’]'[ge\:;()>=>< F( Hugro),F{ Hugwv) } mostra la ragione
per cui nel perseguire la f(Hygroy come finalita del T(Hygen,Psonse,Rsonse) SONO perseguite come
tali anche le f(FHygro) € F{Hugwp).

Se I’esecuzione del T(Huygro,Psonse,Rsonse) produce 1’evento f(Hygro) essendo stato scelto un
grande Qspnse, €10 (in base alle (32) (28) (10.1.39) e (10.1.37)) accade insieme a un piccolo
&Pa(¥)/d’xsi(¥), e quindi viene accreditata I’ipotesi (del tipo (4.2.15)) che il limy_a(e’s(¥)/
d’\si(9)) € piccolo e percid (conformemente a quanto detto inerentemente il T{Hueo,Bspsp,Rspsp)) che &
piccolo il limyg(ry) misurato dal limys(c’s(@)), seguendo in definitiva da cid accreditata ’opinione
che I’attuale P(f(X)) deve essere sostituito giacché non ¢ una buona approssimazione del P(f(X)).

Si considerano le ipotesi #; e #y definite dalle Hi={E(u)=bk=1%} Hi={V(U)=V;k=1%} i cui
{EK,V2K;K:1,ﬁ} sono valori noti. Si pone la }E<§,§2,T,<I> /Q,EZ,T,QD (10.2.13),(10.2.14),(10.2.23),
(10.2.24),(10.2.30),(10.2.25)) che porta la

{9(3)=G(0,8); 1= (1);0(E)=XK(B); E'=E’(1);(T)=T{(€);1=1(4);2(®)=F(€,§);8=8(¥) } # (37)
di cui la #= {i@g,j{gq,jﬁ,j‘[\l} ele

((i)zzezl,e(Ae‘ l{e)_B AeEZazl,a(hae/Va) BEZazl,a(Ea/Va) Vzazzezl,e(hzae'vzx(e)) EaEZezl,e(hae'EK(e>)
£'(D)=Z0-16(2°b(4)) Z6()=(86(4)—Fp)/Vb Sb(9)=Tem e(kbe-Ye) Bo=Ze1 e(kbeFrie)) Vo=Zem1 (K 'be Vo))
(D=2(D((E(D/€)"” ZWD=(8W-ENV 8(d=Eere(lrde) V'=Eer ol Vi) E=Zero(lobie)
EZ(E)EZC:IE(E 2C(1_1)) fc(‘_l)E(éc(‘_l)—Ec)/ KZ §C(E)Eze:1,e(kCe‘ qe) &Ezetl,e(kCe'EI«e)) K:zzze:l,e(kCez'VZK(e))
&(D=(EN(D/V(E'o(D)/G) END=Zd-1(E'xd(4)) End(D=(8nd(D)~Exa)Vnd End(D)=Zems ollinde )
End=Ze-1 e(kndeFee) Vna=Zemt o(Knde Vi) & n(D)=2g-16(2'0g(¥)) Zng(D=(80g()~Fng)/Vog Sng(¥)=
Ye=i ,e(kDge' qe) EDgEZe=l,e(kDge'EK<e>) VzDgEzﬁl,e(kzDge'sz(@)

le cui {{hac;a=1,a8},{koe;b=1,8} L, {hce;C=1,€},{knde;d=1,&},{knge;g=1,8};e=1,e} sono delle co-
stanti arbitrarie (a meno del doversi conservare 1 requisiti che rendono valida la (37)).

La Ha<>(19) porta che la #g consente di scegliere arbitrariamente non tutti i {E(4);k=1,%} ma i
soli {E(Hymy);n=As+1,%} dovendo calcolare per mezzo della (19) 1 restanti {E(Uym));n=1,94}.
Dunque la #y porta che i {E;k=1,%} della i devono essere determinati conformemente a que-
sto vincolo. Si considera I’ipotesi H# di cui la H={{AHu}.V.#}, sottintendendo che nel caso del-
la H={# 3z} 1 {E:k=1%} (che si stabiliscono come valori noti dei rispettivi {E(Ux);k=1,%}) sono
arbitrari a meno del vincolo espresso dalla (19).

Si usano i nomi ¥ e ¥ (di cui la ¥=e(¥)) per riferire 1 ¥ e 4 (di cui la Yy=e(")) che hanno le pro-
prieta affermate dalla #, ovvero si pone la {7,¥}={u.u | H}. Cio e I’essere # interamente una
specificazione delle proprieta dei {4} portano la H<> {U=rV;V=r(¥)}.

Da: H—{1PM (37)} (dovuta alle H={{#Hu}N.#} e (37)), ¢ E(H,IPM (37) [Pa,Ps /(2.1.1.1));
Ho {U=1;7=r(2)} ¢ 1M (37); segue

H={#]1PM (37} (u=2:7=r(D) | 9(£)(x)=D(x): E=£ (1)} (38)
dove si intende: £={.V.E°N.1.V.8}, D=G(0,8) se £={, D=X(b) se £=E°, D=T(€) se £=T, D=
Ké.g) se £=9.

La (38) mostra sia la £(H / Has /(7.1.5)) sia che la # ¢ determinata in quanto ne sono note le
?¢(x) e £(¥). Perciod la H puo essere I’ipotesi nulla di un test statistico che si indica T(H,£,Re).

Si pone la #={#76}. La (17) porta la #—{#Ha}. Questa e la £, { AHa} [Pa,Ps [(2.1.1.1))
portano la — {4 Hu}—>— da cui segue la f(AHg)—f(#) che mostra la ragione per cui nel per-
seguire la f(AHq) come finalita del T({4Hu},£,Re) € perseguita come tale anche la ().
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La # ¢ una specificazione dei {4,9} piu dettagliata rispetto le altre anzidette ipotesi, e percio si
dice che essa ¢ un’ipotesi di tipo specifico su campione e universo.

10.4 Gli ulteriori risultati dell’analisi della regressione.

10.4.1 La probabilita di un’ipotesi di tipo specifico su campione e universo.

Si sottintende che 1 ¥ e {>K«;k=1,%} sono i dati non modificabili di un attuale contesto sperimen-
tale da essi individuato.

Nelle precedenti sezioni ¢ stata ottenuta la definizione dell’ipotesi # per mezzo delle: H=
{({H3} NH} e H={DyHeu,H, 3} poste in sez. 10.3; Hy={y=r(U)} e Heu={P(U)=G(Euw),
Vao);k=1,%} poste in sez. 10.2; Ha={E(v)=E(U);k=1,%} posta in sez. 10.3 e il cui P(f(X)) & de-
finito dalla (10.1.4); Hi={E(T)=hcK=1,%} e Hi={V(u)=V;Kk=1%} poste in sez. 10.3 e i cui {k,V;
k=1,%} sono valori noti.

Pertanto la # puo essere individuata scegliendone: nel caso H=#i soli {E.V;k=1,%} e del tutto
arbitrariamente; nel caso H={#7f:} sia il § e le altrettante funzioni f(X) sia i {E,V’k=1,%}, arbi-
trariamente a meno del doverne risultare definita la (10.1.4) e a meno del vincolo (10.3.19) che
in questo caso ¢ imposto sui {Ek;k=1%} della #;.

Inoltre la (10.3.38) puo avere un numero illimitato di specificazioni, giacché se ne ha la £={q.V.

§2.V.1.V.8} le cui ®£(x) e £(Y¥) sono rese note (conformemente alla (10.3.37)) dalla scelta di costan-
ti che sono arbitrarie come detto.

Dunque inerentemente i1 dati ¥ e {X;k=1,%} ¢ possibile stabilire un insieme di ipotesi #, di cui
la H={Hn;h=0,k}, il cui & ¢ arbitrariamente grande, e di cui vale la {&(H, / H);h=0k}.

Questa consente di intendere ogni simbolo precedentemente implicato dalla #, come equivalen-
temente implicato dalla Hy, per mezzo dell’aggiungervi a pedice il simbolo “h’: nel seguito ogni
simbolo $ inerente la # ¢ reso equivalentemente inerente la H#y, indicandolo Sp.

La &(#n, [H/(10.3.38)) porta la

Hiy={ =7 Fi=r (2) | 9(En)(X)=Dn(x); Er=En(¥)} (1)
le cui funzioni £,(¥) e Dn(X) sono sottintese note conformemente alla
E(En(4),Dn(x) [£(2),D(x) /(10.3.38),(10.3.37)) 2)

La (1) porta la £(H / H /sezioni 7.2,7.3,7.4) in quanto mostra che ogni elemento di # ha una for-
mulazione del tipo (7.1.5) e che tutti gli elementi di # sono inerenti lo stesso ¥ come un particolare
campione che ¢ stato o sara determinato, e avendo percio anche la {£(Hh [#os / (7.1.1));h=04}.

Si chiama Dxn(x) (di cui la - {h=0,k}) la funzione di densita di probabilita della statistica £ i-
nerente ¥ e definita dalla £in==£n(¥%) sul ¥, di cui la ¥=e(¥;). Da: definizione di Din(X); £m=
£6(20); (D 2n}={2. | Hi} (dovuta alla {7,9}={uw. | H} di sez. 10.3); Ern=£n(4); segue

D=0 Eny=0(En(74))= (B En()) | Hi}={(En) | Hn} 3)
Da: (3); Hi=Hh; (1); segue IPM
(Dnt={D(En) | Hi}={0(En) | ) =D} (Hi=th} < {h=h} 4

di cui la {Hi=Hh <> {E(HnHhy [Has, Hac [(7.1.6))} dovuta a E(Hy [Has [5e2.7).

La £(H / H /(7.4.19),(7.4.28)) porta, introducendo anche le £,=£n(4) € Di=9{£mn), le

{O(HRY> P Ve <1} < {X(4,p);u=r (D)} {I0(H)>Pn} < {X4,d); u=r (D)} (5)
di cui le Pu=dun(£n)/max@u(£):k=08) h={a|ae (k=08 Bu(E)=max@u(£):k=08)} B (x)=
max(d(x);k=0k) thmaxd Sio(Frk(x)-dx);k=0k) Jich' {Em(X)=Fn(X); VO Ewn)#0}  {Frn(x)=0;
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Vo Ewnx)=0} {Frk(X)=Dnk(X)/B(X); VI (X)/B(x)<1} Evnx=M(£r=x) P(Y,0)={Y ¢ stato determinato}
P(4,d)={Y sara determinato}; i cui {fgk>(lﬁ‘hk(x)~dx);k=0,l%} sono calcolabili ognuno analogamen-
te al [ ymy(Fmn(x)-dx) della (7.4.26); e che sono sottintese valide in quanto (come detto in sez. 7.4
in base alla (7.4.33)) le ipotesi che costituiscono # sono scelte abbastanza numerose e diversifi-
cate con lo scopo di conseguire la M(£reR" Y M(Ujp—on( EneR')).

L’uso delle limitazioni di JO(Hy) espresse dalle (5) richiede; essendo come detto gia note le £4(¥) €
Du(x) che, per mezzo delle £1.=£n(4) ¢ duu=Dn (dovuta a (4)), rendono tali anche la Pun(X) € il Pun(£n);
di conoscere le & funzioni {Din(x);h£h;A=04} e gli altrettanti valori {dsn(£n);h#h;h=0k}.

La conoscenza di una funzione Dsn(x) e di un valore Dyn(£r) (di cui non sia possibile ammettere la
Din=Dn per mezzo della (4)) puod avvenire in base alle (3) (2) € £1={ {n.V- & hVeThVon} .

Nel caso della £,=Tn 1 Min(X) e Din(£n) possono essere conosciuti come segue. La &£(Tn / 4 /
(10.3.37)) porta le Zn=~Cn—Bh h(4)=Zcmi e(Ach-Ue) Bi=2a-1 ah)(Ean/Van) Ean=Zc=1 e(hach-Exen) Van=
Yot o(Waeh V(o) Ach=Zaci achy(hach/Van) € (—Bn! {n). La {v={nh—Bn porta la &(Zn, ¢n,—Bn /s+k,s,k /
(5.2.2.13)). Questa e la i(—Bxy, ¢n) portano la

{D{ny(X)=D( {n)(x+Bn); Vx e R(Tn)} (6)
La {n(4)=Seo1 o(Ach-e) porta la £(gh /3 /(10.2.11),(10.2.6),(10.2.7)) che da luogo alle {$Huy, Hex}—>
{D(E=G(E( GV (G0} E(En)=Zem1 o(Aen E(Fte))) € Du=2 {V({)=Te-1o(A’er V' (Te)}, da cui
segue la {Hy, Hau} = {9 {n)=G(Ze=1 e(Aeh E(Fx(e)))-Ze=1,6(A’en V(o)) } . Questa e la A= {1y, Hea,
Hin, Hin} portano la #—>{D({n)=Csm} di cui 1a Gun=G(Ze1 e(Ach-Exeyn),Zet e(Aeh-Veyn)). Da: cio e
la Hi={{#h,Han} N-#}; b; Ch={n—Bn, ¢ ’essere By (in conformita alla [(—Bp| n)) una costante ri-
spetto le {n e {n; segue

Hy = {0( {n)=Gin} = { T {n)=R '} o {T(qn)=R "} (7)
La H,=>{®({n)=G} (affermata dalla (7)) e la Z£(Hn,?{{n)=Gin / Pa, Py /(2.1.1.3)> portano la Hy=
Hy\AD( Zn)=Gpn} . Allo stesso modo dalla (7) si deduce la Hi=HiA\ {R(Ln)=R'}. Da: questa; (6);
Hy=H/\-{®({n)=Cn}; segue

1000 |3 ={9(20)00) [ H1, T8 E)=T2 "y = {0( G (x+81) | A} ={Gim(x+8n) [ Hi}=CinxrBr) — (8)
Da: (3) e £1=0n; (8); segue IPM {Dpn(X)={D{Ln)(X) | Hi}=Gin(x+Bn) } < {£1=Tn}. Da IPM di questa;
£1=Cn e {n=~{n—Bn; segue IPM {Din(£n)=Cn(En+Bn)=GCrn( {n)} <= {£r=Ln}. Percio si ha la cercata
{£6=Tn} = {Pan(x)=Cn(X+Bn),Din(£1)=Crin( {n) } )
Nel caso della £,=§°h la Din(x) (e quindi anche il Dyn(£n)) puo essere conosciuta come segue. La
&(E% €2 /(10.3.37)) porta sia la Eh=2(Zqn) di cui le Zor={Zon;b=1,8n} Zbn=(Sbn—Eon)/Von Sbv=
Yot .e(kbeh- o) Bon=Ze=1 e(kben-Fxieph) Vbh=Zem1 e(lbeh Vo) sia 1a Z(En, {Sbn,Eon, Vbn,kben;b=1,8n} /
£2, 151, B,V sy, Kiesi=1,4} /(10.2.33)) che da luogo alla

£ 1=Eeeh- Yo +Meh(Y)- Yp+Nen( 4% (10)
1 cui Egeh Men € Nen sono le evidenti specificazioni dei rispettivi Ege Mg € Ne della (10.2.33).

Le (10) () e Een#0 portano la (& nEeenMenNen, 4 /Y,anbuCnxn /(5.2.4.1),(5.2.4.13)), se-
guendo da cio i1 primi due membri della B

(9( W)= 00 (et a9 (90)- B (%,8)- (B e (%, 1+ (hn(%,59) 1)
{10, 0= (s A} (i, A} (1)
di cui le @hzﬂe_l—ﬁh Sn= {E‘Z/ Aszh(X,E‘Z):O;Egeﬁe_l} Aq,h(X,E{Z)E'\/lzq,h(ﬂg)—‘l'Eszcah'(Mzh(H{Z )—X) Upen(X,49%)=
(Den"(%,99)~Men(49))/(2-Egeh)  Unen(X,39)=—(Den (X, 99)+Meh(4%))/(2-Egen) u={dese=1,8} An={Ecen0,
xeR(E*),Bn>1}, di cui sono sottintese le 05 Sn e Mis(Sy)=0, il cui penultimo membro ¢ dovu-
to a (10.2.4), e il cui ultimo membro ¢ dovuto alle Hy={{#,Hun} N} Hi= {5y, Hau, Hon,Hin} -
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Da: & AnHy [Pa,Ps [(2.1.1.7)); segue Hy—> { Ay={An | Hi} <> { A=} di cui la Bun={Eeen#0,x€
{R(E™) | HybBr>1). Da: (10.2.8) e Hou; Hin e Hu; segue IPM  {D(Uey=G{E(Tey), V(Uie)))=
Guen } <= { Hoa, Hip, Hin} <—Hy di cui 12 Guen=GExeyn,Vien). Cio e la (11) portano la {#,An}—
EENE)=Dmx)} di cui la  Dun(x)=lam[let oere(Guen(de))-Den " (X,9%)(Gagn( Fren(X,9%))+
Guen(Unen(x,99)))-du?) e quindi, per la (2.1.1.2), la H,—{ An—> {®(E°)(X)=Dsn(x)} }. Da: questa e
Hio { Av=Fn}; segue Hy={ A= {2(E ) (X)=Dmm(X)}, A=Bin} = { B = {B(E()=Dim(x)}} e
quindi, per le (2.1.1.2) e (2.1.1.1), la {H—= {®(E1)(X)=Dm(X)};VBm}. Cid e la BHnD(Em)(X)=
Dan(X) / Pa,Ps / (2.1.1.3)) portano la {H={H,2(En)(X)=Dn(x)};VBum}. Da : questa e Bun; segue IPM
HO(E0) [} =10(E () | HD(E0) ()=} =Dim(x)} < B (12)
La Z£(Zbn / Zb / (10.3.37)) porta la Zpn={bnh—Bbh di cui le {bn(4)=2c-1.e(AbehYe) Aben=kben/Vbh Bbh=
Eon/Von i(—Bbn| {bny, € che percio mostra la £(Zbh, {bh,Abeh,Bbh / Cn, {h,Ach,Bn / (7),(8)). Questa porta le
Hh=> (B zon)=T2"} {9(20n)(x) | 1} =Goin(x-+Bbn) (13)
di cui 1a Gomn=G(Ze=1 e(Abeh-Ex(eyh), Ze=1 (A beh-V x(eyh))-

Da: §2h:Z<§Qh> ebn=1; £(Zm /s /(5.2.3.2)> e xe®'; seconda delle (13); segue IPM

HRE00 [ 3= {00200 | H} =27 ({0 (—x") | M+ (02" | A} =D im0} (14)
di cui le Disn(x)=2"(Gim(Bin—X"")+Gim(Bintx"))/x"" e Bi={xe R  r=1}.

Da: (3) e £1="n; (12) € Bin; segue IPM {Din(X)={D(E’n)(X) | H) =Din(X) } <= {£n=E"n, Bin}. Da: (3) € £r=
£ (14) e Bu; segue 1PM {Din(x)={D(E)(X) | #1} =D 14n(x)} <= { E4=E1, Bn}. Da cid segue la cercata
() =Dn(x);V Cin} <= { En=E7n} (15)
di cui le Gin={Bm-V-Bn} {Dm=Dm;V Cn=Bnn} {Im=D1n;¥V CGin=Bn}, € il cui {E{EZ}Q | Hy} della B €
conoscibile per mezzo delle (10) e Hy— {D(Ue)=Cuen} = {R(Ye)=R"}.

Nel caso della £1=Tx la in(x) puod essere conosciuta come segue. La £(Ty /T / (10.3.37)) porta la
Th=€""-Rn di cui le Ry=21/( E'n)" €n>0 i(€n/Rn). La &(Zn /ibh (13)) porta le

= (B n)=5"} {(20)(X) | Hi}=Gin(x+8n) (16)
1 cui Gy € Bh sono le evidenti specificazioni dei rispettivi Gbsn € Bbn della (13).

La &(&% /§2h /(15)) e la (3) portano la

HO(EN0) [ Hik=In(0} 1 Goxe (T Ew | Hi}) (17)
di cui le G={CanVaCin} Can={Eeent0,€n>1} Cin={€n=1} {In=Dmm;¥V Gi=Can} {Iin=D1in;V Ci=Cin}
e 1 cui argomenti sono resi noti dall’evidente specificazione dei corrispondenti della (15).

Si pongono le Ru=R((&%4)"%) e Jom={Rn | #}. Da: (&% /s [(5.2.2.15)) e xe Iom; (17) i e X2
{R(E) | Hy} (dovuta alle xe $im e {x€ I }={x"c {R(E™) | Hy}}); segue IPM

LR )00 | H1y=2-{o( E0)0) | A1} x=2-In() x} =1 Chxe Hin) (18)
La Z®Rn2n(E0)" [r,5ns0 /(5.2.3.1)) porta la Pvo0y di cui le Pr={i®nl(E4)""),xeR(Rn),
{(En (D VRD=Cn} } = {P@®n)=Ton(@((E0) YO D(En)(x-0)-t-dt)} CrmRi—0Rn Zn(x, =X,

Si pone la Jin={i(Zn/(E%)") | Hy}. La prima delle (16) porta la

Hy = (KZn)(E0)" )2 { TR =Tn)=T8 KRul(£0)" )}, (En(x,D}t); VI()=Ch} ={x € T} } (19)
che, considerandone anche la H— {i(2n(&%)"*)=Jin} dovuta a AW Zn(En)""),Hh [P0Ps [2.1.1.7)),
da luogo alla {#,,Jin}—Pn ¢ quindi alla {H,—>Ph;V Iin}.

Questa ¢ la P,—>9, portano la {#H, >0,V in}. Questa ¢ la H,—{9={9Q; | Hy}} (dovuta a
(2.1.1.7)) portano la {H,—>{o% | H4:Y T} Da: questa e le Iin Hi; (18) G e seconda delle (16);
segue 1M {{D(RA)(0) | 3=l (14(E0)"*)(0) | H - (0(2)(x0) | Hi}-t-0)=Duiins ()} = T, i}
di cui la DR(h,h>(X)EZ-I 3_)f(h’h>(%h(t2)-th(X-t+Bh)-t2-dt) e quindi la {H— {{PRn)(X) | Hi}=Driny(X)};




ARGOMENTAZIONI ANALITICHE DI PROBABILITA E STATISTICA 97/100

V {Tin, Gi} } che, per la (2.1.1.3), porta la
(=, 1@ | H1=Dan (0} i, G} ) (20)
La Hy— {In— {F(Th)= ERI}} (affermata dalle (19) e Hh—>{l(zh,(§ )" =Tim}) puo essere scritta
come la {#Hh,—> {T(Tn)=0"}:;V T} che mostra la {{JA(Ty) | H)=R' VIhh} Da: Th=€,""Rn; A(€n" ,Rh/
K,s / (5.2.2.14)) xeH(Th) K€nRrn) €:>0; segue IPM {@(Th>(x)—®<€h Ru)(X)=€n " D(Ru)(X/En")} <=
{xeR(Tn)}. Da: questa, {{JR{Tn) | H=R"V T} e I; (20) T e Gi; segue IPM
L) [ =6 (pEn(x/e™) | Hi =€ (p(ea) (/&™) | . (200 ) | #1} =Dy ()=

& " {{o@n(x/e™) | 1} | (D@ [ H1}=Daini(x) =€ Daniy(x/&") = {Tin, i}
Questa e la {£p=Tn} > {Dmn(X)={D(Tn)(X) | H,}} (dovuta a (3)) portano la cercata
Dmn(x)=€n"""Dagriy(x/€n”); ¥V {Jhn, Ci} } <= { £r=Tn} (21)
Nel caso della £,=%n la Dxn(x) puod essere conosciuta come segue. La £(®x / ) / (10.3.37)) porta la
®n=Ky-rn di cui le RhfgzNh/ EZDh Kv=n/€n>0 [(Kn/zp).
Si pongono le Run=T(Exn) Fhnn={Rnn | Hyy Ron=T(E oh) Honn={Ron | Hy). Le (& / &n / (17))
e (& o / &1 /(17)) portano le rispettive
HO(EAE0 | Hiy=Aum(0) = { Gnxe Ian} L{O(E () | i} =lomn()} < { Conxe Tom}  (22)
1 cui argomenti sono resi noti dall’evidente specificazione dei corrispondenti della (17).
La (R, & xi, & oh /2,5%,50/(5.2.3.1)) porta la Ph—>0y di cui le Pr={i(an E2on),x € Flmn), {I(E n(x,0)');
VR()=Con} } Oh={D@nY(X)=l5200m)(®(E pn)(£)-D(E xt)(x-t)-t-db)} Con=Ron—0Ron & n(x,H=x-t.
In base alla #hj{’_Pz{Tl Hy}} (dovuta a (2.1.1.7)) siha la
{Hi, D= B} = (I(E b & o) = { ) =T @)= (n) &)}, (K & nn(x,0)/); VI(E)=Con} = {x€R'}}  (23)
di cui (in partlcolare) la i & xn! & *ph)= {|<§2Nh:§ Dh) | H}, e che da luogo alla {#;, Ihh}—ﬂph di cui la
Tin={ =% {I(§ xh! & bh) | H} xeR'} e quindi alla {H—>Pn;VJin}. Questa e la Ph—>9n porta-
no la {Hy—>9n; V.Jm}. Questa e la H—>{0w={0n | Hy}} portano la {H,— {9 | H}: ¥ D). Da:
questa ¢ le Tin H; (22) ¢on Can € X-te Hm; segue IPM
{HoEN0 [ A=l o (9 om) () | A () (x-0) | A} dD=Dauan ()} <= L, G}
di cui le Dmh,@(x)zj 970 hny(Ponn(t)-Ixnn(x-t)-t-dt) Gi={Chbn, Gin}, € quindi si ha la {H,— {®(zn)(X) | Hy}=
Drhny(X);V {Lmn, G} } che porta (in base alla (2.1.1.3)) la
{Hh={Hh, (0En)(X) | #13=Daum(0)}3Y (I, G} ) (24)
Dalla {Hy, Sum=3"} - { {I((E*\n!E’ Dh) | #;,}—){%(cbh) R (affermata dalla (23)) si deduce, in ba-
se alla (2.1.1.2), la {HnItm=25 {I<§ ~h! & ph) | Hi} 2 { T @n)= R e quindi la {Hy, jfhh}—>
{R(@n)=2"}. Questa ¢ la Jin—>{xe®"} portano la {#h,Jim}—>{xeR(®)} e quindi la {H—>
{xeB(@n)};VIm} che mostra la {xe {T(@n) | Hi};VIim}. Da: @=Knmn; £(Knzn /k,s /(5.2.2.14))
Knlzn) Kn>0 € xeR(®n); segue IPM {‘D(‘P}O(X) (kn-rn)(X)=Kn " D@EL)(X/Kn )} <= {x€R(®n)}. Da:
questa, {xe {%(@h)T#h} Vi) e Jin; (24) I e Gi; segue 1PM
(@) (x) | =k (e (e/kn) | Hi =k ™ (00m) (k) [ #h, (900) (0 | 413 =D ()} =
Kn ™" {{@(En)(x/Kn) | #h1} | {0CEn)(x) | 1} =Daimy(x)} =Kn ™" Dagam(x/Kn) } <= { i, G}
Questa e la {Du={D(®n) | Hy}}<—{£1=&n} (dovuta a (3)) portano la cercata
in(x)=Kn " Dy (x/Kn); ¥ { I, i} } = { £r=n} (25)
La conoscenza di un Dsn(x) per mezzo della {(15).V.(21).V.(25)} richiede generalmente, a diffe-
renza di quella per mezzo della (9), il calcolo un integrale multiplo che avviene tanto convenien-

temente con il metodo Montecarlo (di cui in sez. 6.2.2) quanto ¢ maggiore il numero di dimen-
sioni dell’insieme di integrazione.
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Pure considerando che la £n={h.V.&*.V.mh.V.&n} potrebbe consentire di ottenere (come detto
per mezzo delle (5) e {(9)V.(15).V.(17)-V-(21)}) delle limitazioni della JO(Hn) maggiori di quelle
ottenibili con la sola £,=x, queste sono rilevantemente meno onerose delle altre poiché possono
essere ottenute per mezzo delle (5) ¢ (9) che richiedono di calcolare i soli {]zu(Frk(x)-dx);
k=0,k} nel caso P(4,cl) e nessun integrale nel caso &(4,[D).

10.4.2 Le regioni di fiducia per alcune grandezze di maggiore rilievo e altre probabilita notevoli.

Quando ¢ incognita la variabile £, di cui le (10.4.1.1) e H={Hn;h=0,k}, si hanno la EQ EneRnr,
£1,Rn /Ex,X,g_{x /sgez.8> e la E(H] EneRul, 1R /ﬂ,Eh,sm,Eh 7(7.4.3 1)) che porta la

{0 Ene Rny>maxJzqm Om(x)-dx)-Rih=0,k) } < {P(q,);g=r (2)} (1)
i cui D € By sono gli stessi della (10.4.1.5), e che ¢ sottintesa valida in quanto le ipotesi che costitui-
scono H sono scelte abbastanza numerose e diversificate come detto in occasione della (10.4.1.5).

Si considera I’ipotesi # che si ottiene dalla # di sez. 10.3 sostituendone i {E,V’«;k=1,%} con i ri-
spettivi {Ees,Vis;k=1,%}, e avendone percio le &A(Hs /I—I) e E(Hs /#h /sez.10.4.1). Cio e la 3=
&(4)=Z 1 (Ko te) della (10.1.29), portano le E(E.Ke,bez, Ve, He / ChoBehsBnVinHn /(10.4.1.7)) e
Z(3,k, /{h,Aeh /(10.4.1.7)) che danno luogo alle rispettive Hs—{®D(5)=Cs} e Hy—>{Ps=Cps} di
cui le Gé,EG<ze:1,e(ke'EK(e)é),ze:1,e(kze'vzx(e)é» c GhéEG(Zezl,e(ke'EK<e)h),ze:1,e(kze'vzx(e)h»-

Si pone la {7, ¥} ={u,9| Hs}. Da: H:—>{9:=Cs} e E(Hs, {D:=Gs} [Pu, Py [(2.1.1.1)); He> {u=Fs;
Fe=r(¥s)} dovuta a A(Fs,¥s,Hs /ﬁ,X,H/S;ZJOS); segue He={H:| D:=Cs} > {U=Fx;Ve=r (V) [D:=Cs}.
Questa mostra che la #s ha una formulazione del tipo (7.1.5) e ¢ inerente lo stesso ¥ delle H, ¢
quindi consente di stabilire le Hi=Hs £,=5 € Rn=Rs.

Da: (10.4.1.3) e £1,=3; H={H»,s=Csz} dovuta alle H,—>{P:=Css} ¢ A(H1,P:=Chs /ZPA,ZPB /(2.1.1.3));
segue IPM {Dn(x)={0:(x) | H1}={02(x) | #1,0:=Crz}={Gre(x) | H1}=Cps(x)} <= {£:=5}. Da: (10.4.1.3F
e £1=8; Hiw=Hs; H={H:,9:=Cs} dovuta a Hs—{9s=GCs}; segue IPM {dhn(X)={Ps(X) | Hin}={9s(x)
Ha ={0:(x) | He,0:=G5)=1G(xX) | Hs)=C(X)} <= { £1=5,Hn=H: . Percio si ha la

Din(X)=Gamm(x)} = { E1=5, Hi=H: ) @)
di cui le {Gsm=Gnz;Vh#h} e {Gzm=Cs;Vh=h}.

Da: £1=5 e Rn=Rs; (1) X4,0) 4=r (1) (2) £1=5 Hn=H:; segue IPM

{16(8 €Re)=10( Ene Rn)>MaxJm(Gam(x)-dx)-Rih=0,8) } < { £1=8:Ri=Rs: Hr=Hs; X Gd);u=r (1)}
dove ogni B, ¢ conoscibile per mezzo della (2), e che (in base alle (10.1.28) e £(8 / $)) ¢ utiliz-
zabile anche nel senso della $={4..V.My.V.McV. by V. Y V. Ve } .

Si considera I’ipotesi Hy che si ottiene dalla # di sez. 10.3 sostituendone 1 {E,Vk=1,%} con i ri-
spettivi {Ew,Vxv:k=1,%}. Si pone la K={k | H>2;ke {k=1,%}}. La (10.2.9) porta le

Hy= (DA @)V i) =X 1)} Hn2 (0 (i) VP in)=X (1)} 3)
Da: V{(4)=d"u/Ax (dovuta a B(dhx /a0 [(2.2.1)); £\ dug [k /(5.2.2.14)), 168 1d w0
A >0 xeB' e R qo)=2" (dovuta a Hv); BV 2k, um /K,s /(5.2.2.14)), IV 2kildPum) V>0
xeR' R(d*y/Viv)=%' (dovuta a Hy); Hy e prima delle (3); segue IPM

{20V u0) ()= D(0 a0/ () =X 00 (e X)= Vv (Vi) e X V)= fu() =My (4)
di cui la fu(X)=%cV v X1 (FEex/Vw) e il sottintendere la xe$R'.

Come la prima delle (3) ha portato la (4), la seconda delle (3) porta la H;,— {D(V yw0)(X)=frn(X)}
di cui la fn(X)=%xV i X—1 )& X/V k).

La (4? porta, come la Hs—{P:=Gs} ha portato la He={y=Vs;V:=r(¥s) | Ps=Gs}, la H={y=h;h=
F(E) | DOV a0 )(X)=fu(X)} che consente di stabilire le Hn=Hy 1=V uw) € Ri=Ry.
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Da: (10.4.1.3) e £1=Vyw; Hi={Hn, OV uio)(X)=fi(x)} dovuta alle H—> {D(V uw)(X)=fi(x)} e (2.1.1.3);

segue IPM {Din(X)={B(V w0 )(X) [ Hi =00V s0)(x) | #1200 s00) ()= Frn(x) =1 fran(x) | Hind=fun(x)} <=
{Eh=V y0}. Da: (10.4.1.3) e £n=V7uw); Hn=Hv; Hv={Hv.92V yo)(X)=fu(X)} dovuta a (4); segue IPM
Drn(O={B(V ) (%) | Hn}= {00V a00)(¥) | v} = (00 i) (%) [ Hud(V ) (X)= i)} = { () | =

fu(X)} < {fhEV23<K>,I—IhE#V}. Percio si ha la

mn(x)=Ficmn(x) } <= { En=Vugry, Hn=Hv } )
di cui le {fxm=fwn;Vhz#h} e {fxm=fvc;Vh=h}.

Da: £1=V"ux e Ri=Ry; (1) A(4,d) g=r () (5) £1=V u Hr=Hh; segue IPM

{00V o € R)=10( En € Rny>max(fecny (Frn(x)-dx)-Ri;h=0,1)} } < {Er=V s Ru=RusHhn=H; (L, d)ya=r (1)}

dove ogni £ ¢ conoscibile per mezzo della (5).

Da: £(by,Bye /3.ke /(10.1.28)) e (5 ,ke /5,ke /(10.1.29),(10.2.6)); # della sez. 10.3; segue IPM
{E(bp)=2c-1,6(Bpe E(Uk(e)))=Dn } <= A1l cui By € reso noto dalla By=%.—; ¢(Bre-Exe). Cio e la (10.3.17)
portano la { A Hiy}—> A di cui la A={Zy=0.5(5y-Fy(Ke))=Zgm08(Bn- Ty (Ke));k=1,%}. Cid, la £Q HHir,
%AF/A,B (3.2.1.5)), e il sottintendere (come nel seguito) le {AHy}={4Hu | c} _545{_54[[3} e
t(c), portano la JO(A>IO( A Hy). Questa e la E(H Iy [Hh, /(10.4.1.5)) consentono di ottenere
delle limitazioni inferiori della J6(A) e quindi della probabilita che per 1’equazione di regressio-
ne (10.3.2) vale la {E(Y)=Xn-04(By-fy(X)); VX € {Ki;k=1 %} }.

Da: (10.3.2); (10.3.15) S>3y e FHu; A= {Fby)=by} e #; segue IPM {E(P)=%,-05(l0y-TH(X))=
S0(E{Do)Fo(X)) =T (B Ty (X))} - | 2o 0, M3} © quindi la {{ A} A9 5H 076} di
cui la A={E(0)=Zp-04(Byfy(X))}. Da: (10.3.16); FHec>Ha; segue 1IPM {{F, s } <> FHo <> Hu<—
{#,Hq} } < {FHo<>FHu}. Queste deduzioni, la (3.2.1.5), e il sottintendere le ﬂz{ﬂd c} e &),
portano la {JOAY>O( A FHxy, IO Hs, Hio Y= Hpy> WO A Hury; ¥ Hip <> FHa } . Questa, la Hp<> I, € la
E(HIHy [Hh, (10.4.1.5)), consentirebbero di ottenere delle limitazioni inferiori sia per le
1O He, Hiy € JO( ) sia per la JO({A) (cio¢ per la probabilita che la (10.3.2) abbia la forma E(P)=
Yn-05(Byfy(X))), ma cio ¢ impedito dal non potere ammettere la F<>Hsg, coerentemente con
I’avere potuto stabilire la sola #y— FHy mostrata dalla (10.3.17). Tuttavia, come detto in occa-
sione della (10.3.17) stessa, la #Ho<>74y ¢ tanto piu credibile quanto piu I’inerente dominio J ¢
meglio rappresentato dai {Xi;k=1,%} cio¢ quanto piu questi sono numerosi € omogeneamente
distribuiti in tale dominio.

CONCLUSIONI.

Con la precedente esposizione si ritiene di avere conseguito in misura soddisfacente la finalita di
circostanziare e stabilire i fondamenti concettuali di aspetti notevoli della probabilita e statistica
e in particolare delle inerenti procedure di elaborazione numerica. Inoltre si spera che questo la-
voro sia apprezzato e utilizzato da chi tratta la probabilita e statistica in se stessa o la applica
nelle scienze sperimentali. Opinioni commenti e segnalazioni, riguardanti questo scritto, posso-
no essere inviati all’indirizzo arganprobstat@giacomo.lorenzoni.name dell’autore.
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